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CAPITÜLO xni 


ECUACIONES DIFERENCIALES 


§ 1. PLANTEO DEL PROBLEMA 
ECUACION DEL MOVIMIENTO DE UN CUERPO, 

SIENDO LA RESISTENCIA DEL MEDIO 
PROPORCIONAL A LA VELOCIDAD. 

ECIIACION DE LA CATENARIA 

Supongamos que la función y = / (z) expresa cuantitativamente 
un fenómeno. A1 estudiar este fenómeno es imposihle establecer 
directamente el carácter de la dependencia entre y y x\ sin embargo, 
se puede establecer una dcpendencia entrc las magnitudes x, y, 
y las derivadas de y respecto a x: y', y’, . . . (/<">, es dccir, se puede 
escribir una ecuación diferencial. 

De la dependencia obtenida entre x, y y las derivadas es preciso 
deducir la dependencia directa entre x e y, es decir, hallar y = / (x), 
o, como suele decirse, integrar una ecuación diferencial. 

Estudiemos dos ejemplos. 

Ejemplo 1. Desdo una ciorta altura se ha arrojado un cuorpo do masa m. 
Detorminar la ley sogún la cual cambia la volocidad de caída o, si sobre el 
cuerpo. adcmás de la fuorza de gravedad. actúa la fuerra de resistoncia del 
aire, proporcional a la velocidad r (cl coeficientc de proporcionalidad es *), es 
decir, es prociso cncontrar v = / (í). 

Solución. En virtud do la segunda lcy de Newton m~ — F, dondc, es 

dt dt 

la acclcración del cuerpo en movimiento (la derivada de la velocidad respecto 
al tiempo), y F es una fuerza que actúa sobre el cuerpo en la dirección del 
movimiento, Esta última es resultante de dos fucrzas: la de gravedad, me, y 
la de la resistencia dol airc, kv (se toma con signo menos, puesto que esti diri- 
gida on dirección opucsta a la vclocidad). 

Entoncos 

dv 

m—=m? — kr. (1) 

Hemos obtenido una relación cntro una función desconocida v y su derivada 

—— , es decir, una ceuación diferencial respecto a la función deseonoeida v 

(la ecuación del movimicnto de paracaídas do ciertos tipos). Rosolvcr csta ocua- 
ción diferencial significa encontrar una función v = / (t) tal que satisfaga 
idénticamonte a la ecuación difercncial dada. Existe una infinidad de fun- 
ciones de oste tipo. Es fácil comprobar que toda función dol tipo 

„ =Ce _ 

K 


( 2 ) 



fi 


Ecuaciones diferenciales 


satisface la ecuación (1) cualquicra que sea ol número constante C. cPero, 
cuál de estas funciones dará la dependencia buscada entre ty I? Para encon- 
trarla, usemos una condición adicional: al arrojar el cuerpo, le damos una velo- 
cidad inicial v B (que, en particular, puede ser igual a cero); supongamos cono- 
cida esta velocidad inicial. Pero, en este caso, la función buscada v — / (<) 
debe ser tal que para t = 0 (al principio dol movimiento) se verifique la con- 
dición v = v B . Poniendo t = 0, v = v„ en la fórmula (2), obtenemos: 


"o = C 


mg 


de donde: 




De esta manera se detennina la constante C. Por consiguicnte, la depen- 
dencia buscada entre v y / es: 

ht 


/ mg\ . mg 

T°— r) e +— 


<2') 


De esta fórmula so deduce que si t cs suficientemente grande, la velocidad 
e depende poco de v B . 

Notemos que si * = 0 (es dectr, la resistencia del aire no cxisto o es tan 
pequeña que poderaos despreciarla), obtenemos el resultado’) bien conocido 
en física: 

v = fo + gt- (2 ) 

Esta función salisface la ecuación diferencial (1) y la condición inicial: 
v = uo para t — 0. 

Ejemplo 2. l!n liilo flexible homogéneo oslá suspendido por sus dos extre- 
mos. Haílar la ocuación de la curva cuya fonna va a tomar el hilo bajo su pro- 
pio peso (esta forma es la que toman las cuerdas, 
cablcs y cadcnas suspondidas). 

Solución. Soa M 0 (0, b ) el punto más bajo 
del hilo, y M, un punto arbitrario (fig. 244). 
Examinemos la parte M B M del hilo. Esta parte 
cstá cquilibrada bajo la acción de tres fuerzas: 

1) la tensión T, que actúa a lo largo de la 
tangentc al punto M. y forma con el eje Ox el 
állgulo q>; 

2) la tcnsión //, cn el punto M 0 , quo actua 
horizontalmente; 

3) el peso ys del hilo, dirigido verticalmente 
hacia abajo; donde s es la longitud dol arco M 0 M, 
V cs el peso específico lincal del hilo. 

Descomponiendo T cn sus componontes horl- 
zontal y vertical, obtenemos las ecuaciones del 
equilibrio: T cos <p = H, T sen q> = yS. 
segunda igualdad por la primera, obtenemos: 



tgq: 




(3) 


*) La fórmula (2") pucde obtenerse de la (2'), pasando al limite: 




m g 
k 


]=-«, + **• 



Ecuación del movimienlo de un cuerpo. Ecuación de la catenaria 


Supongamos ahora que la ecuación de la curva buscada se pucde escribir 
en la (orma: y = f (z). Aqui, / (i) es la función que debemos encontrar. Note- 
mos que 


Por tanto, 


tg<P = /'(*) = -£r 


*L=±S 

dx a ' 


donde por a está designada la razón —. 

Derivemos respecto a x ambos miembros de la igualdad (4): 
d*y 1 dt 

dx* a dx 

Pero ya sabemos (véase § t, cap. VI) que: 




Poniendo esta expresión en la ecuación (5) obtenemos la ecuación dife- 
rencial do la curva buscada: 


S-4/*+(&)'• 


Esta función oxpresa la relación entre derivadas primcra y segunda de la fun- 
ción desconocida y. 

Sin prestar atención a los métodos de resolución de ecuaciones, indique- 
mos que toda función de la forma 

« r +(f+ c >) . -(-t+ c *)t . „ 


satisface la ecuación (6), cualesquiera que sean los valores do las constantes 
C | y C*. Esto es fácil comprobar, introtiuciendo las derivadas primera y segunda 
do la función mencionada en la ecuación (6). Indiquemos sin demostracíón 
que estas funciones (para diferentes C, y C 2 ) abarcan todas las soluciones posi- 
bles do la ecuación (6), lo que sorá demostrado más adelante (en el § 18). 

Las gráficas de todas las funciones obtenidas de esta manera se llaman 
catenarlaí. Aclaremos, ahora, como so dcbe olegir las constantes C, y Cj para 
obtener precisaroento la catenaria en la que el punto inferior M tenga las coor- 
denadas (0, 6). Puesto que, para x = 0, el punto de la catenaria ocupa la posi- 


ción pás baja, la tangente a este punto es horizontal, es decir, 


0. Adc- 


más, según la hipótesis, en cl punto indicado la ordenada es igual a ó, es decir 

y = b. 

De la ecuación (7) se deduce: 


’-T ( 


T +c ‘ -(t+ c >)> 


Poniendo aquí x = 0, obtenemos: 0 = 4-(c Cl — e Cl ). Por tanto, C, = 0. 
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Ecuaciones diferencinles 


Si b es la ordenada del punto M o, entonces y = b para x = 0. 
Suponiendo que x = 0, C, = 0 de la ecuación (7) obtenemos b = 

= -^-(1 + 1)6'r, de donde: C 2 = b — a. 

En dofinitiva cncontramos: 

« = ±(¿ + e- 

La ecuación (7) so simplifica considerablcmente, si tomamos la nrdenada dcl 
punto M¡¡ igual al número a. Entonces, la ecuación de la catenaria scrá: 

X X 

u=y ( e n + c _ n ). 


§ 2. DEFIN1CIONF.S 

Dcfinición 1. Una ecuar.ión que establece una relación entre 
la variable independiento x, la función buscada y = / (x) y sus 
derivadas y', y", ... {/<"> se llatna ecuación diferencial. 

Una ecuación diferencial se puede escribir simbólicamenle en la 
forma siguiente: 

F{x, y, y, y" . y (n) ) = 0 

Ó 



dy cfy 

dx dx 2 ’ 


dy 

dx n 



Si la función buscada y = f (x) es la de una soia variable inde- 
pendiente, la ecuación diferencial se llama ordinaria. Ocupctnonos, 
por ahora, sólo de las ecuacioncs diferenciales ordinarias*). 


Dcfinición 2. E1 orden de la derivada superior quo entra en la 
ecuación se llama orden de la ecuación diferencial. 

Por ojcmplo, la ecuación 

y' - Ixy 1 + 5 = 0 

es de priiner orden. 

•) A la pnr cou lns ecuacioncsdifercncialcs ordinarias, en el análisis mate- 
mático se estudian también las ecuaciones en derivadas parciales. Las ccuacio- 
nes que establecen una rclación entre la función desconocida z, dependicnte do 
dos o varias variables x, y, .... las propias variables x, y, . . ., y las deri- 

vadps parciales de i: ^ ^ , etc., se Haman ecuaciones en dericadas par- 

clales. 


Por ejemplo, la ecuacióu 


x-¿- — u— será cn derivadas parciales con la 
dx ’ Oy r 


función desconocida z (z, y). 

Es fácil comprobar que la función : -- z^y 1 satisface la ecuación dada (así 
como infinidad de otras funciones). En cl curso presente las ecuaciones en deri- 
vadas parciales se estudian en el capltulo XVIII, tomo II. 




Eeuaciones diterenciales de primer orden 
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La ecuación 

y" + ky' — by — sen x = 0 
es de segundo orden, etc. 

La ecuación examinada en el ejemplo 1 del párrafo anterior 
es de primer orden, y la del ejemplo 2, de segundo orden. 


Dcfinición 3. Toda función y = / (x) que, introducida en la 
ecuación, la transforma en una identidad, se llama solución 
o integral de una ecuación diferencial. 


Ejemplo 1. Sea la ecuación diferenciai 

■&+"- 0 - 


Las funciones y ~ sen x, y = 2 cos x, y = 3 sen x — cos x, y, en gene- 
ral, toda función de la fomia y = C, sen x, y — Cj cos x, 

ó 

y = C, sen x + C 2 cos x 

son soluciones dc la ecuación dada cualesquiera que sean las constantes C, 
y C 2 . Esto cs fácil comprobar, al introducir las funciones mencionadus en la 
ecuación. 

Ejcmplo 2. Examinemos la ecuacióu: 

y'x — z* — y = 0. 

Sus soluciones son funciones de la forma: 

y = + Cx, 

donde C es una constante arbitraria. En efecto, derivando la función y — 
= x a + Cx, hallamos: 

y' = Zx + C. 

Sustituycndo las expresiones y c y' en la ecuación original, obtonemos la 
identidad: 

(2x + C) * - x 1 — x* — Cx = 0. 

Cada una do las ecuaciones cxaminadas cn los ejemplos 1 y 2 tiene una 
infinidad de soluciones. 


§ 3. ECI ACIONES DIKERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN (GENERALIDA DES) 

1. Ln ecuación diferencial de primer orden tiene la forma: 

F(x,y,y') = 0. (1) 

Si esta ecuación se resuelve respecto a y', se pucde escribirla en 
la forma: 

y' = Í (x, y). (l') 

En este caso se dice que la ecuación diferencial está solucionada 
respecto a la derivada. Para tal ecuacióu es válido el siguieute teo- 
rema acerca de la existencia y la unicidad de la solución de una 
ecuación diferencial. 
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Ecuaciones diferenciales 


Teorcma. Si en la ecuación 

y' = / (*. y) 

la función f (x, y) y su derivada parcial ~ respecto a y son continuas 

en cierto dominio D del plano Oxy, y si (x 0 , y 0 ) es un punto de este 
dominio, entonces exisle la única soluciún de esta ecuación, y = <p (x), 
que satisface la condición y = y 0 , para x = x 0 . 

E1 significado geométrico del teorema es que existe sólo la 
única función y = <p (x) cuya gráfica pasa por el punto (x 0 . !/o)- 
Del teórema anterior se deduce que la ecuación (l') tiene una 
infinidad de soluciones diferentes Ipor ejemplo, la soíución cuya 
gráfica pasa por el punto (x 0 , y 0 ), otra solución cuya gráfica pasa 
por el punto (x 0 , y t ), por el punto (x 0 . y 0 ) etc., siempre cuando 
estos puntos se encuentren en el dominio D\. 

La condición de que la función y debe tomar valor del número 
dado y 0 , para x = x 0 , se llama condición inicial. Muy a menudo 
esta condición so escribe en la forma: 


U U=* 0 — 'Jo- 

Definición 1. Se Uama solución general de una ecuación dife- 
rencial de primer orden a la función 

y - <P (*, <■)’ (2) 

que depende de una constante arbitraria C y satisface las condicio- 
nes siguientes: 

a) satisface la ecuación diferencial para cualquier valor concreto 
de la constante C\ 

b) cualquiera que sea la condición inicial y — y 0 , para x = x 0 , 
es decir (y) A= , 0 = y 0 , se puede encontrar un valor C = C 0 tal, que 
la función y = <p (x, C 0 ) satisfaga la condición inicial dada. 

En este caso se suponc que los valores x 0 e y 0 pertenecen al 
dominio de variación de las variables x e y, en el que se verifican 
las condiciones del teorema sobre la existencia y la unicidad de la 
solución. 

2. Durante la búsqueda de la solución general de una ecuación 
diferencial llegamos a menudo a una correlación de la forma: 

O (x, y, C) = 0, (2') 

no resuelta respecto a y. A1 resolverla respecto a y, obtenemos la 
solución general. Sin embargo, no siempre es posible expresar y 
a partir de la correlación (2') mediante ías funciones elementales. 
En tales casos la solución general se queda en forma implícita. 

Una igualdad de la forma O (x, y, C) — 0, que da la solución 
general en forma implícita, se llama integral general de la ecuación 
diferencial. 




Ecuaciones dijerenciales de primer orden 
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Definición 2. Toda función y = (p (x, C 0 ) deducida de la solu- 
ción general y = cp (x, C ), dando a la constante C un valor determi- 
nado C = C 0 , se llama solución particular. En este caso la correla- 
ción O (x, y, C 0 ) = 0 se llama integral particular de la ecuación. 

Ejemplo 1. La ecuación de primer orden 



tiene por solución general una familia de funciones y = —\ esto se puede 

comprobar mediante una simple sustitución en la ecuación. 

Hallemos una solución particular que satisfaga la siguiente condición 

inicial: y 0 = i, para r 0 =2. Poniendo estos valores en la fórmula l/ = — • 

C 2 

obtenemos: l=-^-ó C = 2. Por consiguiente, la función y = — ea ' a solu- 

ción particular buscada. 


Desde un punto de vista geométrico, la integral general repre- 
senta una familia de ctu'vas en el plano de coordenadas, dependiente 
de una constante arbitraria C (o, como se suele decir, de un pará- 
metro C). Estas curvas se llaman curvas integrales de la ecuación 
diferencial dada. 

Cada integral particular está representada por una curva de esta 
familia, que pasa por un punto dado del plano. 

Así, en último ejemplo la integral general está representada 

C 

geométricamente mediante la familia de hipérbolas y = —, y la 

integral particular, determinada por la condición inicial indicada, 
mediante una de estas hipérbolas que pasa por el punto it/ 0 (2,1). 
En la figura 245 están representadas las curvas de la familia que 

corresponden ¿ciertos valores de! parámetro: C = tj- , C = 1, C — 2, 

C = —1, etc. 

Con el objeto de ilustrar mejor nuestros razonamientos, llamare- 
mos soluclón de la ecuación no sólo a la función y = (p (x, C 0 ), 
que satisface la ecuación, sino también a la curvn integral corres- 
pondiente. En relación con esto trataremos, por ejemplo, de la 
solución que pasa por cl punto (ar 0 . y 0 ). 


Observación: La ecuación ^ = — — no tiene solución que pase 

ax x 

por un punto del eje Oy (véase fig. 245). Esto se debe a que el segundo 
miembro de la ecuación no está definido para x = 0, y, por tanto, 
no es continuo. 
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Ecuaciones diferenciales 


Solucionar o, como se dice a menudo, integrar una ecuación 
diferencial significa: 

a) encontrar su solución general o la integral general (si no 
están dadas las condiciones iniciales), o 

b) hallar la solución particular de la ecuación que satisfaga las 
condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 



Fig. 245 


3. Demos la interpretación geométrica de la ecuación difercncial 
de primer orden. 

Sea una ecuación diferencial, resuelta respecto a la derivada: 

%=fi x ' y )• (i') 

y sea y — «p (x, C) su solución general. Esta solución generai deler- 
mina toda la familia de curvas integrales en el plano Oxy. 

Para todo punto M, de coordenadas x e y, la ecuación (l') deter- 

mina un valor de la derivada %, es decir, el coeficiente angular de 

la tangente a la curva integral que pasa por este punto. Por consi- 
guiente, la ecuación diferencial (l') define un conjunto de direcciones 
o, como se dice, determina el campo de direcciones en el plano Oxy. 

Desde el punto de vista geométrico el problema de la integración 
de una ecuación diferencial consiste en hallar las curvas, cuyas tan- 
gentes están orientadas de modo que su dirección coincida con la 
dirección del campo en estos puntos. 
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En la figura 246 se representa el campo de direcciones definido 
por la ecuación diferencial 

d jl = _y_ 

dr x' 


4. Examinemos, ahora, el problema siguiente: 

Sea una familia de funciones que depende sólo de un paráme- 
tro C : 

y = <p (*. C) (2) 

de modo que por todo punto del plano (o de un dominio en el plano) 
pase sólo una curva de esta familia. 



¿Cuál es la ecuación diferencial que acepta esta familia de fun- 
ciones como integral general? 

Derivando respecto a x. encontramos de la relación (2): 


S “*'(*• 


(3) 


Puesto que por todo punto del plano pasa una sola curva de la 
familia, para cada par de números x e y se determina un valor 
único C de la ecuación (2). lntroduciendo este valor 6' en la corre- 

lación (3) hallamos ^ como función de x e y. Así obtenemos la 

ecuación diferencial satisfecha por toda función de la familia (2). 
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Ecuaclones di/crenc'ules 


Por co/isiguiente, para establecer la relación entre x, y y 

es dec/’r, para escríbir la eci/ación diicroncial cuya iotegral geueral 
se deterniina por la fórraula (2), es preciso eliminar 6' de (2) y (3). 

Kjrmplu 2. Hallar la ccuación dilerencial dc la familia dc parábolas y = 
= Cx‘‘ (fig. 2'Í7). 



Dcrivando la ecuuciún respecto a x, hallamos: 

d'/ 


d-r 


-- 2Cx. 


Inlroducicndo en esta últiina cl valor 



dnfinido por la ecuación de la familia, ohtenemos una ecuación dcrivablo de 
la familia dada: 

dy _ 2 y 
dx x 

Esta ecuación diferencial se verifica para x 0, es decir, en todo domi- 
nio quo no tenga puntos en el eje Oy. 


§ 4. ECt AUONES CON VAHIABLES SEPARADAS V SEPARABLES. 
PROBLEMA DE LA DESINTEGRACION DEL RADIO 

Estudiemos una ecuación diferencial de la forma 


d £ = U(x)h{y). 


(i) 



Ecuaciones con variables separadas y srparablcs 
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donde el segundo miembro es el producto obtenido mediante la 
multiplicación de una función que depende sólo de i por una fun- 
ción dependiente sólo de y. Suponiendo que / 2 (y) ^ 0, transforme- 
mos (1) del modo siguiente: 

17iy) ÍÍ = UMdX - (*') 

Suponiendo que la función y de x es conocida, la ecuación (l') se 
puede considerar como igualdad de dos diferenciales, cuyas inte- 
grales indefinidas se diferenciarán en un sumando constante. Inte- 
grando el primer miembro respecto a y y el segundo, respecto a x, 
obtenemos 

\ —dy = l /, (z) dx -)- C. 

J k (y) J 

Hemos obtenido una correlación entre la solución y, la variable 
independionte x y la constante arbitraria C, es decir, hemos obtenido 
la integral general de la ecuación (1). 

1. La ecuación difercncial de la forma (l') 

M (i) dx N (y) dy = 0 (2) 

se llama ecuación con variables separadas. Según lo demostrado, sti 
integral general es 

J M (x) dx-\- l N (y) dyr=C. 

Kjcmpio 1. Soa la ecuación con variablcs separadas: 

* dx + y dy = 0. 

Intcgranilo, obtcncmos la intcgral gcneral: 



Pucsto quo cl primer micmbro dc la última ccuación no cs negativo. lo 
mismo será el scgundo micinbro. Dcsignemos 2C, por C 2 : 

*• + P* - C*. 

Esta es la ecuación do una familia de circunfcrcncias concéntricas (fig. 2ó8) 
de radio C y centro cn el origen de coordenadas. 

2. La ecuación de la forma 

(z) N i (y) dx + M 2 (i) N- (y) dy = 0 (3) 

se llama ecuación con variables separables. Esta puede ser reducida*) 


•) Estas transformaciones son válidas sólo en un dominio donde tanto 
N\(y), como M - (x) no se anulan. 



1<> 


Ecuaciones diferenciales 


a una ecuación con variables separadas, dividiendo ambos miembros 
por la expresión N, (y) M 2 (x); 


M,(x)N, (y) ^ M 2 (x)N 2 (y) d q 
N¡( y) M 2 (x) N,(y) M 2 (x) 


o 


M, (x) 
M 2 (x) 


dx 4 


N 2 [y) 
N, (y) 


dy = 0, 


es decir, a una ecuación de la forma (2). 



Fig. 248 


Eiemplo 2. Soa la ccuación 

dy 

dx 



Soparemos las variables: 

d'j dx 

~ x 

Integrando, encontramos: 

es decir, 

ln I i/ 1= — ln I * 1 + ln | C |*) ó ln \y | = ln I ^-1 ; 


de donde obtenemos la solución general: y = — . 


*) Teniendo en cuenta las transformaciones ulteriores, hemos designado 
la constante arbitraria mediante ln | C | lo que es admisible puesto que ln | C \ 
(cuando C =jfc 0) puede tomar cualquier valor en los límites de — co hasta + co. 



Ecuaciones con rariables separadas y separables 
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Ejemplo 3. Sea la ecuación 

+ (1— i/)xdy = 0. 

Scparando las variables, encontramos: 


’°: (4" +1 ) dr+ (y -1 ) dv ~°- 


Integrando, obtenemos: 

ln|*| + * + ln|i/|— y* 


■C ó ln|xp|+z—p=C; 


la última relación es la integral general de la ecuación dada. 

Ejemplo 4. Se ha establecido que la velocidad de la desintegración del 
radio es dircctamente proporcional a su masa en cada instante dado. Detenni- 
nar la ley de variación de la masa del radio en función de tiempo, si para t = 0 
la masa del radio fue m 0 . 

l.a velocidad de la desintegración se determina del modo siguiente. Sea m 
la masa al instante t y m + óm, al instante r+ A(. La masa desintcgrada 

durante el tiempo A t es Am. La razón es la velocidad media de desintegra- 

ción. EI límito de esta razón para At —*■ 0: 


A (-*0 Al 


dm 

dt 


es Ia velocldad de deslntegraclón del radio al instante t. 
Según la hipótesis: 

dm 

~dl -*«• 


«> 


donde k es un coeficiente de proporcionalidad (k > 0). Ponemos el signo me- 
tios, porque a medida que transcurro el tiempo la masa dcl radio disminuye y, 

por cso: < 0. La ecuación (4) es una ccuación con variablcs separables. 

Separemos las variables: 

Íü — kdt . 

m 


Itosolviendo la ecuación, obtenemos: 


do donde 


lnm= — kt + lnC, 

ln_ = _K, 


m = C’e-*'. (5) 

Siendo dada la masa del radio igual a m 0 en el instante t = 0, entonces 
C dobe satisfacer la correlación: 

mo=C<-’" 0 «=C. 

Introduciendo ol valor dc C on la ecuación (5), obtenemos la dependencia 
buscada (véaso la fig. 249) do In masa del radio en función del tiempo: 

m =m a c~ kl . (6) 

E1 coeficicnte k se determina experimentalmente de la manera siguiente. 
Sea a el % de la masa inicial del radio desintcgrada duranto el tiempo ( 0 . Por 


2—536 
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Ecuaciones diferenciales 


tanto se cumple )a correlación: 

( 4 —ISo) m °- moe 


-klo 


de donde: 


—Icr 0 =ln (í—• 
k= ¡7 ln ( 1— loo) ■ 

De tal modo bemos establecido que para el radio k ~ 0,00044 (la unidad do 
medida del tiempo es el año). 

Poniendo este valor de k en )a fórmula (6), tcnemos: 

m = moe -0.000i«' 

Hallemos el período do semidesintegración del cadio, o sea el intervalo 
de tiempo durante el-cual se desintegra ía mitad de la masa inicia) del radio. 



Sustituyendo m en la última fórmula por el valor f oblenemos la ecuación 
para detenninar el periodo T de scmidesintegración: 


mo 


- m o e 


- 0 ,000447 


de dondo: 
o sea, 


r = 


-0,00044 T = — In 2. 

]j>2 


= 1590 años. 


0,00044 

Notemos que muchos otros problemas físicos y químicos desembocan en 
una ecuación do la forma (4). 

Observación. La ecuación diferencial con variables separadas 
de la forma 


í-t» 


ó dy=f(x)dz 


es la más simple. 

Su integral general tiene la forma: 

(/= I f(*)dx + C. 


A la solución de ecuaciones de este tipo está dedicado el capí- 
tulo X. 
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§ 5. ECUACIONES HOMOGENEAS DE PRIMER ORDEN 

Definición 1. La función / (ar, y) se llama homogénea de grado 
n respeclo a las variablesx e y, si para todo k se verifica la identidad: 

f(-Kx, Xy) = X n f(x, y). 

Ejemplo 1. La función f(x, ¡/) = ^'x* + y 3 es homogénea de primer grado, 
puesto quo 

H\x, Xy) = í (Xx) 3 + (Xü) 3 = XÍ Íí+í5=x/(x, j,). 

Ejemplo 2. f(xy) = xy — y* es una función homogénea de segundo grado 
puesto que (Kx) (A-ír) — (A«/)® = X 2 |ar¡/ — Sr 2 J. 

j-2_ y2 

Ejemplo 3. f(x, y)= -— es una función homogénea de grado cero 


puesto que 


<Ax)*-(A¡,)» 


xy 

xt-yt 


,' es decir, 


(Ax) (Ky) xy 

t(Kx, Ky) = f(x, y) ó /( Kx, Ky) = h°l(x, y). 
Definición 2. La ecuación de primer orden 
dy 


dx 


= /(*. y) 


(i) 


se llama homogénea respecto a x e y, si la función / (a - , y) es hornogé- 
nea de grado cero respecto a x e y. 

Solución de una ecuación homogénea. Según la hipótesis, 

/ (\x, Xy) = / (x, y). Haciendo ). = — , tenemos: 

X 


/<*, n)=/(i. 


es decir, la función homogénea de grado cero depende sólo de la 
razón de los argumentos. 

En este caso, la ecuación (1) toma la forma: 

dy 

dx 


*)■ 


(l') 


Eíectuemos la sustitución: u — — , es decir, y = ux. Entonccs 
tenemos: 

dy , du 
dx dx 

Sustituyendo este valor de la derivada en (l') obtenemos: 

« + *£ = /(!. u). 


2* 
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Ecuaciones di/erenciales 


que es una ecuación con variables separables: 


x~ = f(i,u)—u ó 
d.r 


du 


f (1, u)-u 


Integrando, hallamos: 


f—*—= f— 

J /(1, u) — U J X 


dx 

x 


Sustituyendo u por Ia razón -j, después de íntegrar, obtenemos 
la integral de la ecuación (l'). 

Ejemplo 4. Sea la ecuación 

<j« _ xy 
dz z 1 — y* ■ 


En el segundo miembro tenemos una función homogénea de grado cero. Por 
consiguiento, se trata de una ecuación homogónea. Realicemos la sustitu- 

ción: de —— u; entonces 


y = ur; 


dy , d u 

-zr= u+ *inr’ 


U + I 


du 

dx 


u 


du u» 

1 dz ” 1 — u« 


Separando las variablcs, resulta: 

(1-u^du = dz_, /J_J_\ dli _ df_ 

u s * V u s u / z 

de donde, después de integrar, encontramos: 

—¿r- ln l“l = ln l I l+ ln l c l 6 —é%~^\uzc[. 


2 u» 


Sustituyendo 


u-i obtenemos la integral gencral de la ecuación inicial: 


r* 

2y* 


ln|C V |. 


Es imposible en el caso dado e.rpresar y como función explícita do x 
mediante las funciones elementalos. Sin embargo, es fácil expresar * en 
función de y: 

z = V V — 2ln|Cy|. 

Observación. La ecuación de Ia forma 

M (*, y) dx + N (*, y) dy = 0 

será homogénea sólo en aquel único caso, en que M ( x , y) y N ( 2 , y) 
sean funciones homogéaeas de un mismo grado. Esto se deduce del 
hecho de que la razón de dos funciones homogéneas de un mismo 
grado es una función homogénea de grado cero. 




Ecuaciones que se reducen a eeuaclones homogénea. 
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Ejemplo 5. Las ecuaciones 


son homogéneas. 


(2x + 3¡/)dx + (x — 2¡/) d¡/ = 0, 
(x* + y*) dx — 2xy dy — 0 


§ 6. ECL'ACIONES QUE SE REDUCEN 
A ECUACIONES HOMOGENEAS 

Se reducen a ecuaciones homogéneas las ecuaciones de la forma 
dy ax + by + c 


dx a x x + b¡y + c, 


( 1 ) 


Si c, = c = 0, la ecuación (1) es, evidentemente, homogénea. 
Supongamos, ahora, que c y c¡ (o uno de ellos) son diferentes de cero. 
Realicemos el cambio de variables: 


Entonces, 




h, y = y, + k. 


dy_ 

dx 


dy¡ 

dx 


Introduciendo en la ecuación (2) las expresioues de x, y y 


tenemos: 


dy, 


ax¡ + by¡ + ah+bk + c 


( 2 ) 

dy 

dx' 


(3) 


dx , a,x, + b¡y, + a¡h¡ + b¡k + c, 

Elijamos h y k de tal modo que se verifiquen las ecuaciones 
ah + bk + c = 0, 1 
a¡h + b¡k + c¡ = 0, / 

es decir, determinemos h y k como soluciones del sistema de ecuacio- 
nes (4). Bajo esta condición la ecuación (3) es homogénea: 

dy i _ ax i + by, 
dx, a,x, + b¡y¡ 

AJ solucionar esta ecuación, y pasando de nuevo a x e y, según 
las fórmulas (2), obtenemos la solución de la ecuación (1). 

b 


E1 sistema (4) no tiene solución, s¡ 


b, 


= 0, es decir, si 


ab¡ = a¡b. Pero en este csso = es decir, a¡ = Xa, b¡ = Xb, 
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Ecuaciones diferenciales 


y, por consiguicnte, se puede transformar la ccuación (1) en la 
forma: 

dy _ (aj+6y) + c ^ 

dx \ (ax + by) + c, 


Haciendo la sustitución 

z = ax + by, 

la ecuación se reduce a una ecuación con variables separables. 
En efecto, 


de donde: 


ds ,dy 

dx = a + b dx' 


dy 1 dz a 

dx b dx b' 


( 6 ) 


(7) 


Poniendo las expresiones (6) y (7) en la ecuación (5) obtenemos: 

_1 dz a_ z + c 

b dx b \z + c, ’ 


que es una ecuación con variables separables. 

E1 procedimiento utilizado para la integración de la ecuación (1) 
se aplica, también, a la integración la ecuación 


*y = f( ax+by + c 
dx \a t x + b,y + c, 


donde, / es una función continua arbitraria. 

Kjemplo 1. Sea la ecuación 

dy = 3 

dx “ *—y — 1 ' 

Para Cransformarla en una ec uacióa homogénea hacemos la sustítuciun: 
z = *, + A; p = y,-j-fc. Entonces, 

d|ii . »i + Vi + h + * —3 
d*, —lf, + *—* —1 

Resolviendo el sistema de dos ecuaciones 

fc+fc—3 = 0; h—k— 1=0, 

encontramos: 

h = 2, fc = l. 

Como resultado obtenemos la ecuación homogénea 

du, *, + », 






Ecuaciones i/ue se reducen a ecuaciones liomogéneas 
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que rosolvemos mediante la sustitución -j*-=u; entonces, 


Vi = UI i. 


¿V l 


i d“ 


U + I, 


du 


1 + u 


dx, "T** • " 1 “> dx, 1 —u ’ 

y obtenemos una ecuación con variables separables 

du 1 + u* 


dx. 1 — u 


Separamos las variables: 


1—u , dx. 
__—_du =—- 

1 + U* X, 


Integrando, hullamos: 


arctg u —~2 1" (1 + u*) = ln x, + lnC, 
arctg u = ln (Cx, ~[/1 + u*) 


Cx, “V/1 + u* = e arcts 


Sustituyendo u por — on la última igualdad, tenemos: 
x i 

arctg-^1- 

cyí?+Tí=* ». 

Por fin pasando a las variables x e y, obteneraos en definiliva: 

_ arct*!Cll 

CV(*-2)'+(|-!)»-c x ~ ¿ . 

Kjcmplo 2. La ecuación 

2 x+v-l 
J 4x + 2y + 5 


no se puede resolver mediante la suslitución r = x, + fc, y = y, + fc, puesto 
que en estc caso el sistema de ecuaciones, que sirve paía determinar fcyfc.es 

1211 

irresoluble (aquí, cl determinante 1^,1 de los coeficientcs de las variables 
es igual a cero). 

Se pucdc rcducir esta ecuación a una ecuación con variables separables 
modiante la sustitución: 

2*+» — *- 

Entonces y' = z'—2 y la ecuación se reduce a la forma: 


s'— 2 = 


2 — 1 
2:+ 5 


o sea, 

, - 5»+ 9 
* 2z f- 5 
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Ecuaciones diferencioles 


Hesolviéadola, encontramos: 

-|i + -¿-ln|5z + 9| = x + C. 

Como i = 2* + ¡/, obtcnemos la solución definitiva de la ecuación inicial 
en la forma: 

y(2i+|f) + ^-ln|10x + 5y + 9|=* + C 


lOy — 5*+ 7 ln 1 10i + 5y + 9 1 =C¡, 
es decir, en la forma de una función implícita y de z. 


§ 7. ECUACIONES LINEALES DE PRIMER ORDEN 

Difinición. La ecuación que es lineal respecto a la función des- 
conocida y su derivada, se llama ecuación lineal de primer orden. La 
ecuación tiene la forma: 

% + P(x)y=Q(x), (1) 

donde P (x) y Q (x) son funciones continuas dadas de x (oconstantes). 

Resolución dc la ecuación lineal (1). Busquemos la solución 
de la ecuación (1) en la forma de un producto de dos funciones de x: 

y = u(x) v (x). (2) 

Se pucde tomar arbitrariamente una de estas funciones, la otra 
se determinará entonces según la ecuación (1). 

Derivando los dos miembros de la igualdad (2) encontramos: 


dy dv , du 
dx dx dx 

Poniendo la expresión obtenida de la dervada ^ en la ecua- 
ción (1), tenemos: 

ud ¿ + t V + PuV=;Q 


ó 


u ( d ¿+ Pv )+ v< ¿c =Q - (3) 

Elijamos la función i; de tal manera que 
dv 
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Separando las variables en esta ecuación diferencial respecto a la 
función v, encontramos: 

d ”=-Pd x . 

v 

Integrando, obtenemos: 

— lnC^ + Iny^ — J Pdx 

6 

- f Pdx 

v = C,e J 

Puesto que es suficiente tener una solución cualquiera, distinta 
de cero, de la ecuación (4), tomemos por la función v (j:): 

VX.'-S™ ( 5 ) 

donde $ Pdxes una función primitiva cualquiera. lis evidente que 
v(x)=^0. Susiituyendo el valor encontrado de v(x) en la ecua- 

ción (3), obtenemos (tcniendo en cuenta que + Pv = 0) 


o sea, 


de donde: 


íWg-ÍW, 
du_ Q(x) 

dx v(x) ' 


n=(-2iíl 
J v(x) 


dx + C. 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (2) obtenemos en 
definitiva: 


í= 1 ' W [Í 7 M' fc+C ]' 

y=v(x) \^ldx + Cv(x). 
J v(x) 


Observación.- Es evidente que la expresión (6) no variará, si, 
en lugar de la función v (a:) determinada por la ecuación (5), tomamos 
alguna otra función v t (x) = Cv (x). En efecto, sustituyendo en (6) 
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v (x) por i>i (x), obtcnemos: 

y = Cv(x) 


■ dx + CCv (x). 


En el primer término se elimina C, en el segundo término ei 
producto CC es una constante arbitraria la que designemos por C 
y regresamos de nuevo a la expresión (6). Si designamos: 


J v(x) 


la expresión (6) toraa la forma 

y = v (i) cp (x) + Cv (x). (6') 

Es evidente que (6') es la integral general, puesto que se puede 
elegir C de tal modo que se satisfaga la condición inicial y = y 0 
para x = Zo- 

E1 valor de C se determina de la ecuación: 

y<¡ = v (x 0 ) (p (x 0 ) + Cv (x 0 ). 

EJemplo. Hallar la solución do la ecuación 
^-=—!»=■(*+1) s - 


dx x +1 


Solución. Hagamos: 


Entonces: 


dv . d't 

- u -¡— h -J— v. 
dx dx 


Introduciondo la cxpresión en la ccuación inicial, tonomos: 

Para determinar v, obtenemos la ocuación: 

dv 2 _ . 


es decir, 


dx *+l 


2 dx 

*+l ’ 


de donde: 


lno = 21n(z + l). 
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„ = (x+l)*. 

Introduciendo la expresión de la función v en la ecuación (7) obtenemos 
la ecuación para determinar u, 

(*+D*~ = (í+1) 3 

£■-<*+«• 


de donde: 


(■t+l)* 


+ C. 


Por consiguiente, la integral general de la ecuaciún dada tendrá ia forma: 
<*+l> 4 


2 


■+c (* + !)*• 


La familia obtcnida cs la solución general. Cualquicra que sea la condi- 
ción inicial (* 0 , y 0 ), donde * 0 —1, siemprc se puede elegir C de tal manera 

Í ue la solución particular correspondiente satisfaga la condición inicial dada. 

or ejcmplo, la solución particular que satisface lar condición y 0 — 3 para 
* 0 = 0 se cncuentra del modo siguiente: 

3_JO+DÍ+ C( o+d*; c=-1. 

Por tanto, la solución particular buscada es: 

„-Í£+l)!+4 ( ,+ D.. 

Sin embargo, si se toma la condición inicial (* 0 , y 0 ) de modo tal que * 0 = 
= — 1. entonces no será posiblc encontrar una solución particular <|uo satis- 
faga esla condición. Esto se explica por cl Itocho de quc la función P (*) = 
2 


*+l 


cs discontinua en cl punto * 0 = — t y, por tanto, no sc cumplen 


las condicioncs del teorema de la existcncia de la solución. 


§ 8. ECUACION DE BERNOULLI 

Estudiemos una ecuación de la forma*) 

d £ + l>(x)y = Q(x)y n , (1) 

donde P (x) y Q (x) son funciones continuas dc x (o constantes), 
y, n =+ 0, n += 1 (en el caso contrario rcsulta una ccuación lineal). 

•) Esta ecuación se reduce del problema sobre el movimiento de un cuerpo, 
si la resistencia F del medio depende de la velocidad: P = \ 2 v". 

La ccuación del movimiento será m^ = —X.o —X 2 w n , ó ^+—n= — v n . 

dl dt m rn 
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Esta ecuación, llamada de Bernoulli, se reduce a una ecuación 
lineal mediante la siguiente transformación: 

Dividiendo todos los térroinos de la ecuación por y n , obtenemos: 

n dy 


y 


-£+Py- n+, = Q. 


( 2 ) 


Efectuemos ahora la sustitución: 


Entonces, 


z = y 




dx' 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (2), obtcnemos una 
ecuación lineal: 

d ¿ + i-n + \)Pi = {-n + \)Q. 

A1 encontrar su integral general, y sustituyendo z por su exprc- 
sión j r"*', obtenemos la integral general de la ecuoción de üer- 
noulli. 

KJemplo. Hallar la solución do la ocuación 
£+xy=x» v *. 

Solución. Dividiondo todos los términos por y 3 , tenemos: 
lntroduzcamos una nueva función: 

*-ir*. 

entonces, 


(3) 

( 4 ) 


dx 


dx 


Sustituyeudo osto valor en la ecuación (4), obtonemos la ecuacióu lüieal: 

ÍÍ-2z:=-2íS. (5) 

dx 


Hallemos ahora su integral general: 

dz dv 


du 


s = uo; = u -¡ —I- -7— v. 

’ dx Ji T dx 

Sustituyendo las expresiones de z y en la ecuación (5), obtenemos: 

dz 

dv , du . , 

u ——í--t— v — 2zuv= — 2x* 
dx dx 




ó 
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Igualemos a cero la expresión entre paréntesis: 

-2xo = 0; = 2x dx; 

dx v 

lno = x*; i> = e**. 

Para determinar u obtengamos la ecuación: 

t x % = _2xí, 

dx 

Separemos las variables: 

du= — 2í -xí x 3 dx, u= — 2 J *“* x>dx-|-C. 
Iutegrando por partes, encontramos: 

u = x*« ~ x * -f «“ *’+C; * = uy = x* -f 1 + Ce~ x *. 

Por consiguiente, la integral general de la ecuación dada es: 

.—x* _ .. I 


p-* = x*-(-l+Cí- 


o sea: y = 


Vxt+i+Ce-* ' 


Observación. Análogamente a lo que hemos hecho qn el caso 
de las ocuaciones lineales se puede demostrar que es posible buscar 
la solución de la ecuación de Bemoulli en la forma de producto de 
dos funciones: 

V = u (x) v (x), 

donde v (x) es una función arbitraria distinta de cero, que satisface 
la ecuación v' + Pv = 0. 


9 9. ECUACIONES EN DIFERENCIALES TOTALES 
Definición. Lc ecuación 

M (x, y)dx+ N (x, y) dy = 0, (1) 

se llama ecuactón en diferenciales totales, si M (x, y) y N (x, y) son 
funciones continuas y derivables para las que se cumple la corre- 
lación: 


ÓM dN 


dy 


dx 


( 2 ) 


, dM dN . . . . . 

siendo -— y -=— conttnuas en un cierto domimo. 
dy dx 

Integración de las ecuaciones en diferencialeB totales. Demos- 
tremos que si el primer miembro de la ecuación (1) es una diferen 
cial total, se cumple la condición (2), y, viceversa, si se cumple la 
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condición (2), entonces el primer miembro de la ecuación (1) es la 
diferencial total de cierta función u (x, y), es decir, la ecuación (1) 
tiene ia f orma: 

du (x, y) = 0 (3) 

y, por tanto, su integral general es u (z, y) — C. 

Supongamos. primeramente, que el primer miembro de lo ecua- 
ción (1) sea diferencial total de cierta función u (x, y), es decir, 

A/(z, y)dx+ N (x, y) dy = du = ^dx-\- °^dy; 

entonces: 

Ou .. du ... 

K= e¡- (4> 

Derivando Ja primera reiación reapecio a y, y )a segunda, respec- 
to a x, tenemos: 

dM (f~u , ON i 'fu 

dy dx Oy ’ dx dy dx 

Suponiendo que las segundas derivadas son continuas, tenemos: 

dM __ ON 
dy dx 


es decir, la igualdad (2) es condición necesaria para que el primer 
miembro de la ecuación (1) sea diferencial total de cierta función 
u (x, y). Mostremos que esta condición será también suficiente, 
es decir, si se cumple la igualdad (2), el primer miembro de la ecua- 
ción (1) es diferencial total de cierta función u (z, y). 

De la rclación 


£-*(*»> 


hallamos que: 

* 

u = l M (x, y) dx-\- <p(y), 

*0 

donde z 0 es la abscisa de un punto arbitrario en el dominio de exis- 
tencia de la solución. 

Integrando respecto a z, supongamos y constante. Por eso, la 
constante arbitraria de integración puede depender de y. Eligamos 
la función ip (y) de tal modo que se cumpla la segunda de las corre- 
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laciones (4). Para esto derivemos*) ambos miembros de la última 
igualdad respecto a y e igualamos el resultado a N (ar, y ): 


* 

du f dM . 

— = \ — ár + <p (!/) = W (x, y); 
oy J dy 


Pero, como 


dy 

3 

dM dN 
dy ~ dx 


, se puede escribir: 


dN 

dx 


dx + tf (y) = N, es decir, N (x, y) \ x 0 + <p' (y) = N (x, y). 


Por tanto, 
ó 


N (x, y) — N (x 0 , y) + q>' (y) = N (x, y). 
<f' (y) = N(x 0 ,y), 


<P (y) = ]n (x 0 , y) dy + C t . 

»0 

Asi pues, la función u (x, y) tomará la forma: 

u — \ M (x, y)dx+ ¡ N (x 0 , y) dy + C,. 

*0 'Jo 

Aquí, P (x 0 , y 0 ) es un punto en cuya vecindad existe la solución 
de la ecuación diferencial (1). 

Igualando esta expresión a una constante arbitraria C, obtene- 
mos la integral general de la ecuación (1): 


l M (x, y)dx+ 5 N (i 0 , y) dy = C. 
*0 . Vo 

Ejcmplo. Sea la ecuación 


(i>) 


2 z 


dx -r 


y* — 3x* 


dy — 0 . 


*) I.a integral J M (z, y) dx depende de y. Parn liallar la derivada do 

x§ 

esta integral respecto a y, es preciso derivar respecto a y el integrando: 

I M ('• y)di== S ^f dr - 

*o »o 

Ello se deduce del teorema de Leibniz sobre la derivación de una integral 
definida respecto a un parámetro. (Véase § 10, cap. XI, tomo I) 
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Averigüemos si 
Designemos: 


cntonces, 


esta ecuación está dada en difercncialcs lotales. 


AT=4; 

v 3 y* 


óM = ftr as 6x 

djr y* ‘ dr ¡í 4 


Para j + 0 se cumple la condición (2). Por tanto, el primer micmbro 
de ia ecuación dada es la diferencial total de cierta fuución dcsconocida 
u( x, y). ffallamos esta función. 

Puesto que 4^ = -=4, resulta: 
dx y ® 

u= § ^dx + q>(¡/) = -^-+<P(|/). 


donde (p(p) es una función de y, que es preciso determinar. 

Derivando respecto a y esla relación y toraando en cuentu que 


hallamos: 


du „ _ y 1 — 3 j 2 
dy ~ ~ y * 


3 i* , ,, , p*- 3 ** . 

-^ + 'P W“—5« • 


Por consiguiente, 

*'(i f (v)“ —p+ c » u ( r -»)=-^r—y+ c i 

Así, la intcgral gencral de la ccnación inicial es: 



§ fO. FACTOR ÍNTEGRANTE 

Suponomos que el primcr miembro de la ecuación 

M (z, y) dx + N (x, y) dy = 0 (1) 

no es una diferencial total. Se logra a veces elegir una función 
u (x, y) tal que, si multiplicamos todos los términos de la ecuacion 
por esta función, el primer miembro se conv ierte en una diferencial 
total. La solución general de la ecuación así obtenida coincide con 
la solución general de la ecuación inicial; la función n (x, y) se llama 
lactor integrante de la ecuación (1). 

Para hallar un factor integrante p procedemos del modo stguien- 
te: multipliquemos los dos miembros de la ecuación dada por el 
factor integrante (i, por ahora desconocido: 

jiM dx + piV dy = 0. 
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Para que la última ecuación esté dada en diferenciales totales 
es necesario y suficiente que se cumpla la relación 


es decir, 


d(nM) _ d(^N) 
dy dx 


dM dy. dN .. dy. 

p- \-M —— = n-f'A'—, 

dy dy dx dx 


o sea 


dy dx \ dx 


dM \ 
dy )' 


A.1 dividlr por n los dos miembros de la última ecuación, obtenemos: 

M 3 ln » N d ln 1* _ dM (2) 
dy dx dx dy 

Es evidente que toda función p (x, y) que satisface la última 
ecuación es un factor integrante de la ecuación (1). 

La eeuación (2) es una ecuación en derivadas paréiales con una 
función desconocida p, dependiente de dos variables x e y. Se puede 
demostrar que en ciertas condicioncs la ecuación posee una infinidad 
de soluciones y, por tanto, la ecuación (1) tiene el factor integrante. 
Pero en el caso general el problema do la búsqueda de (x, y) de 
la ecuación (2) es más difícil que el de integrar la ecuación (1). Sólo 
en algunos casos particulares se logra determinar la íunción p (z, y). 

Supongamos, por ejemplo, que la ecuación (1) admita un factor 
integrante que depende sólo de y. Entonces, 

-* ln < i =0 , 

dx 


y para hallar p obtenemos una ecuación diferencial ordinaria: 

dN dM 

d In y _ dx dy 

dy ~ M 


de la que se determina (por medio de una cuadratura) In p y, por 
tanto, el propio p. Es evidente, que de esta manera se puede pro- 

dN dM 

ceder sólo cuando la expresión M ° ,J no depende de x. 


3-536 
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aN dM 


Análogamente. si la expresión 


dx 




N 


no depende de y, 


sino exclusivamente de x, es fácil hallar el factor integrante que 
depende solamente de x. 

Ejemplo. Hallar Ia solución de la ecuación 
(y + zy^dx — x dy = 0 . 

Soluelóa. Aquí: M = y + xy z ; N=—x; 


OM 

Oy 


1 + 2 xy; 


O.W 

dx 


— 1; 


m_ . os_ 

0y ’ dx 


Por consiguiente. cl primer micmbro de la ecuación no cs diferencial 
total. Examinemos si esta ecuación admite un faclor inlegrante que depende 
sólo do y. Notemos que 

á.V OM 

dx dy —1 — 1 — -ry __2 
M ~ y + xy * y ' 

concluimos que la ecuación lo admite. Encontremos ahora esle facior 
integrante: 

ainp 2 . 

Oy v ' 

de donde: 

ln p== — 2 ln y. es decir p = ■ 

Uespués de multiplicar todos los térmiuos de la ecuación dada por el 
factor intcgrante determinado p obtenemos la ecuación (~+ x ) dx — ^dy = 0 

en diferenciafes totafes (= -4—- -V) . Kesolviéndola, encontramos 

su integral general: 

f + f + C = 0. 


v = 


2 x 


x* + 26 ' ‘ 


S 11. ENVOLVENTE DE ENA FAMILIA DE CURVAS 
Sea dada una ecuación de la forma 

O (x, y, C) = 0. (1) 

donde x e y son las coordenadas variables de Descartes y C, un 
parámetro que pueda tomar diferentes valotes fijados. 
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Para cada valor dado del parámetro C la ecuación (1) determina 
cierta curva en el plano Oxy. Dando a C todos los valores posibles 
obtenemos una familia de curvas que dependen de un solo pará- 
metro, o, como suele decirse, una familia de curvas monoparamétrica. 
Así, la ecuación (t) es la ecuación de una familia de curvas inono- 
paramétrica (puesto que contiene una sola constante arbitraria). 

Definición. La línea L se llama envolvente de una familia de curvas 
monoparamétrica, si en cada uno de sus puntos toca una u otra 



curva de la familia, y también, diferentes curvas de la familin 
dada tocan la línea L en distintos puntos (fig. 250). 

Ejemplo 1. Examinemos la familia do curvas 

(*— C)*+p» = /i», 

donde fí es una constante, y C, un parámetro. 

Es la ecuación de una familia de circunferencias de radio fí y centros en 
el eje Ox. Es evidente que esta familia admite como envolventes las rectas 
y = fí, y — —R (fig. 251). 



Búsqueda de la ecuación de la envolvente de una familia dada. 

Sea la familia de curvas 

0» (x, y, C) = 0, (1) 

que dependen de un parámetro C. 

3 * 
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Supongamos que esta familia tenga una envolvente cuya ecuación 
se puede escribir en la forma y = <p (x), donde cp (x) es una función 
continua y derivable de x. Examinemos un punto M (x, y) que se 
halla en Ia envolvente. Este punto pertenece, tambíén, a cierta 
curva de la familia (1). A esta curva corresponde un valor deter- 
minado del parámetro C, este valor para dadas (x, y) se define 
de la ecuación (1) C = C (x, y). Por tanto, para todos los puntos 
de la envolvente se verifica la igualdad 

0) (x, y, C (x, I,)) = 0. (2) 

Supongamos que C (x, y) sea función derivable, no constante 
en ningún intervalo de los valores estudiados de x, y. Partiendo de 
la ecuación (2) de la envolvente, encontremos el coeficiente angular 
de la tangente a la envolvente en el punto M (x, y). Derivemos la 
ecuación (2) respecto a x, considerando y como función de x: 

d® dC_ fd® , ó(l) dC~| , = 0 

dx + dC dx + L dy dC dyV 
ó 

+ <D„y + ~ y] = 0. (3) 

L dx dy J 

Luego, el coeficiente angular de la tangente a la curva de la 
familia (1) en el punto M (x, y) se deduce de la ecuación: 

W X + <S>W = 0 ( 4 ) 

(en la curva dada C es constante). 

Supongamos que <D¡, =/= 0; en caso contrario consideremos x 
como la función e y, como el argumento. Puesto que el coeficiente 
angular k de la envolvente es igual al de la curva de la familia, 
de las ecuaciones (3) y (4) se deduce: 



Pero como C (x, y) const en la envolvente, entonces: 

dC , dC ... 

—+ —!/ + 0 , 

ox oy 


por lo que para sus puntos es válida la igualdad: 

Vc(x. y, C)=0. 


( 5 ) 
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Así, para determinar la envolvente sirven las dos ecuaciones 
siguientes: 


«D(x. y, 0=0, 1 
Oc(ar, y, 0 = 0- / 


( 6 ) 


Si, eliminando C de estas ecuaciones, obtenemos y = <p (*), donde 
<p (x) es una función derivable, siendo C const en esta curva, 
entonces y = i p (x) es la ecuación de la envolvente. 


Observación 1. Si una función y = tp (x) es la ecuación 
del lugar geométrico de puntos singulares de la familia (1), es decir, 
de los puntos donde Oi = 0 y = 0, entonces las coordenadas 
de estos puntos también satisfacen las ecuaciones (6). 

En efecto, las coordenadas de los puntos singulares se pueden 
expresar en función del parámetro C que entra en la ecuación (1): 

x = X (C), y = p (C). (7) 


Poniendo estas expresiones en la ecuación (1), obtenemos una 
identidad respecto a C: 

<D IX (C), p (C), Cl = 0. 


Derivando esta identidad respecto a C, obtenemos: 


puesto que para los puntos cualesquiera se cumpien las igualdades 
<Di = 0, <D¡, = 0, para estos puntos se cumple, también, la ecuación 
<D¿- = 0. 

De esta manera hemos demostrado que las coordenadas de los 
puntos singulares satisfacen las ecuaciones (6). 

Así, las ecuaciones (6) definen la envolvente, o bien el lugar 
geométrico de los puntos singulares de la familia (1), o bien la com- 
binación de ambas cosas. Por consiguieñte, al obtener una curva 
que satisface las ecuaciones (6), hace falta realizar un estudio con 
el objeto de determinar, si esta curva es envolvente o lugar geomé- 
trico de los puntos singulares. 

Ejemplo 2. Hallar Ia envolvente de la familia de circunferencias 
(x - C)* + „» - = 0, 

que dependen de un solo parámetro C. 

Solución. Derivando la ecuación de la familia respecto a C, tenemos: 

2 (x — C) = 0. 

Eliminando C de estas dos ecuaciones, obtenemos la ecuación: 

} , -/l , = 0ó( = ±í. 
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De consideraciones gcométricas resulta que el par de rectas obtenido es 
la cnvolvente (y no lugar geotnétrico de los puntos singulares, puesto que las 
circunferencias que integran la familia no tienen puntas singulares). 

Ejemplo 3. Hallar la envolventc de la familia de las rectas: 

* cos a -J- y sen a — p = 0 (a) 

dondc, a es uu parámctro. 

Solución. Derivando respecto a a la ecuación dada dc la familia, tenernos: 

—i sen a + y cos a = 0. (b) 

Para eliminar el parámctro a dc las ecuacioncs (a) y (b), multipliquemos 
los términos de la primera ccuación por cos a y los términos do la segunda, 



por sena. Luego restamos la segunda ecuación dc la primera. En este raso 
obte ncmos: 

x = p cos a. 

Suslituyendo esla expresión en la ecuación (b), hallamos: 

y = p sen a. 

Elevando al cuadrado los miembros de las dos últimas ecuaciones y surnán- 
dolas miembro a miembro obtenemos: 

**+»*-P*- 

Es la ecuación de una circunferencia que sirve de envolvente do la fami- 
lin de rectas (y no lugar geométrico de los puntos singulares, puesto que las 
rectas no tienen estos puntos) (fig. 252). 

Ejcmplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan- 
zados, por una pieza de artilleria, con velocidad v 0 bajo diferentes ángulos do 
inclinación de) cafión respecto al horizonte. Supongarnos que los proyectiles 
son lanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallan 
en el plano Ozy (despreciando la resistencia del aire). 

Solución. Hallemos al principio la ecuación de la trayectoria de un pro- 
yectil lanzado bajo el ángulo a en la dirección positiva del eje Ox. Durante su 
vueio el proyectil participa simultáneamente en dos movimientos: un movi- 
miento uniforme en la dirección del lanzamiento, con velocidad v 0 ; y otro 
movimiento do caída por acción de la fuerza dc gravedad. 
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Do consideraciones geométricas resulta que el par de rectas obtenido es 
la cnvolvcnte (y no lugar geométrico de los puntos singularcs, puesto que las 
circunferencias que integran la familia no ticnen puntos singulares). 

Kjemplo 3. llallar la envolvente de la familia dc las reclas: 

i cos a -f y sen a — p — 0 (a) 

dondo, a cs un parámetro. 

Solución. Dcrivando respecto a a la ecuación dada dc la familia, tcncmos: 

—x sen a -f- y cos a — 0. (b) 

l’ara oliminar d parúmetro a dc las ecuacioncs (a) y (b), multipliquemos 
los términos de la primera ecuación por cosa y los térmiuos dc la segunda, 





por sena. Lucgo restamos la segunda ecuación dc la primora. En oslc caso 
oblcnemos: 

x — p cos a. 

Sustituyendo csta exprcsión cn la ccuación (b), hallamos: 

y — p scn a. 

Elevando al cuadrudo los miembros de las dos últimas ocuaciones y suiuán- 
dolas miembro a miembro oblenemos: 

x*-f y* = p*. 

Es la ecuación de uua circunferencia que sirve dc cnvolvcntc do la fami- 
lia <lo cectas (y no iugar geométrico de ios puntos singtilares, puesto que las 
rectas no ticncn estos puntos) (fig. 252). 

Ejcmplo 4. Hallar la envolvente de las trayectorias de los proyectiles lan- 
zados, por una pieza de artilieria. con vejocidad v e bajo difcrentes ángulos de 
inclinación del cañón respecto al horizonte. Supongamos que los proycctilcs 
son tanzados desde el origen de coordenadas y que sus trayectorias se hallau 
en el plano Ozy (despreciando la resistencia del aire). 

Solución. Hallcmos al principio la ecuacióu de la traycctoria dc un pro- 
yectil lanzado bajo el ángulo a en la dirección positiva del ejc Oz. Durante su 
vuelo el proyectil participa simultáni-amente en dos movimientos: un movi- 
miento uniforme en la dirección del lanzamiento, con velocidad v e \ y otro 
raovimiento de caida por acción de la fuerza de gravedad. 
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Por eso, a cada instante í, la posición del proyectil M (fig. 253) está defi- 
nida por las ecuaciones: 

x = v 0 l coso, 

, g‘ ¡ 

y=v 0 t sena-— . 

Estas son las ecuaciones paramétricas de la trayectoria (el parámetro es el 
tiempo t). 



Eliminando t, obtenemos la ecuación de la trayectoria en la siguicnte 
forma: 


y = z tga — : 


g ** 


'¿v% cos* a ’ 


e 


introducicndo las designaciones: tga = Ac, 



y = kz— az»(l-)-**). 


obtenemos: 


( 8 ) 


Esta ecuación dafinc una parábola con el eje vertical, que pasa por el 
origen de coordenadas y las ramas dirigidas hacia abajo. Para distintos valo- 
res de k obtenemos trayectorias diferentes. La ecuación (8). por consiguiente, 



es la ccuación de una familia monoparamétrica de parábolas que son las tra- 
yectorias del proyectil a diferentes angulos a, con una velocidad inicial dada 
v 0 (fig- 254). 

Hallemos la envolvente de esta familia de parábolas. 

Derivando respecto a fe ambos micmbros de la ecuación (8), tenemos: 
x —2afez*=»0. 


(9) 
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Eliminando k de Ias ecuaciones (8) y (9), oblenemos: 

1 


‘ - ax*. 

4a 


Es la ecuación dc una parábola con el vértice en el punto ^O, ^ j , cuyo 
eje coincidc con el Oy. Esta ecuación no es un lugar geométrico de los puntos 



lugar geométrico de lospuntos swgutares x 
Fig. 255 


singulares (puesto que las parábolas (8) no tiene puntos singulares). Así, la 
parábola 

y-í~ axt 

es envolvonte para la familia de trayectorias. Se Ilama parábola de seguridad, 
puesto que ningun punto situado fuera de sus límites puede sor alcanzado 
por un proyectil lanzado de cste cañón dado con la velocidad inicial i' 0 . 

Ejemplo 5. Hallar la envolvente de la familla do parábolas semicúhicas 

p« —(x —C)*=-0. 

Solución. Derivemos la ecuación dada de la familia respecto al pará- 
mctro C : 

2 (x—C) = 0. 

Eiiminando el parámetro C de ambas ecuaciones, obtenemos: 

p=0. 

E1 eje Ox os un lugar geométrico de los puntos singulares: los de retro- 
ceso de primera especie (fig. 255). En efecto, hallemos los puntos singulares 
de la curva 

y 3 — (z — C)« = 0, 

fijando el valor de C. Derivando respecto a z e y, hallamos: 

Fx= —2 (x—C) =0; 

F' u =3y‘ = 0. 


Resolviendo simultáneamente las tres ecuaciones anteriores, hallamos las 
coordenadas de un punto singular: x = C, y = 0. Por tanto, cada curva de 
la familia dada tiene un punto singular en el eje Ox. Si el parámetro C varía 
continuamente, los puntos singulares llenan todo el eje Ox. 


Envolvente de una familia de eurvas 


41 


gulares 


Ejemplo 6. Hallar la envolvente y el lugar geométrico de los puntos sin- 
res de )a 


familia: 


(» —C)*—y(*-C) s = 0. 


( 10 ) 


Solución. Derivando respecto a C ambos miembros de la ecuación (10), 
encontramos: 

-2(p-C) + -|-3(*-C)« = 0 


y — C — (* — C) a = 0. 


(H> 


Eliminemos ahora el parámetro C de las ecuaciones (10) y (11). Poniendo 
la expresión 


y — C = (* — C)* 


en la ecuación (10), obtenemos: 


(*-C)«—|(*-C)* = 0, 


(*—C)9 [{.-0-4] =0. 


de donde obtenemos dos valores posibles de C a los que corresponden dos 
soluciones del problema. 

Primera solución: 

C = x; 

por eso, de la ecuación (11) 
encontramos: 


y —* — (*—*)* = 0 


y = x 


Segunda solución: 

pof eso, de la ecuación (11) 
encontramos: 

p-* + |-[*-* + 4j 


V = r- T' 


2 

Hemos obtenido dos rectas: y = x e y=z — -^. La primera de ellas es 

el lugar geomélrico de los puntos singuiares, la segunda es envolvente 
(fig. 256). 


Observación 2. Hemos demostrado en el § 7, cap. VI, que las 
normales a una curva son las tangentes a la evoluta de esta curva. 
Por consiguiente, la familia de las normales a una curva dada es 
al mismo tiempo la familia de las tangentes a su evoluta. Así, la 
evoluta de una curva es la envolvente dc la familia de las 
normales a esta curva (fig. 257). 
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Fig. 256 •ig- 257 

La ob.servación dada permite utiiizar un método rnás para hallar 
la evolnta: para obtener la ecuación de la evoluti'. es preciso hallar 
al principio la tamilia de todas las normales a la curva dada y des- 
pués encontrar Ja envolvente de esta íamilia. 

§ 12. SOUiClONES SINGULABES 
1)E LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE PRIMER ORDEN 

Supongamos que la ecuación diferencial 



tenga la jntegral general 

<V(x,y, C) = 0. (2) 

Supongamos también que la familia de las curvas integrales, 
correspondiente a la ecuación (2), tiene una envolvente. Demostre- 
mos que esta envolvente es también una curva integral de la ecuación 
diferencial (1). ■ 

En efecto, la envolvente toca en cada uno de sus puntos a ciorta 
curva de la familia, es decir, la envolvente tiene en este punto una 
tangente común con la curva. Por consiguiente, en cada punto 
común la envolvenle y la curva de la familia tienen valores iguales 
de las magnitudes x, y, y'. 

Pero, para la curva de la familia las magnitudes x, y, y' satis- 
facen la ecuación (1). Por tanto, ia abscisa, la ordenada y el coefi- 
ciente angular de cada punto de la envolvente satisfacen también 
la misma ecuación lo que significa que la envolvente es una curva 
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integral y que su ecuación es una solución de la ecuación difereucial 
dada. Pero, corao la envolvente no es en general una curva de la 
familia, su ecuación no se puede deducir de la integral general (2), 
cualquiera que sea el valor particular de C. La solución de la ecua- 
ción diferencial que no se obtiene de la integral general cualquiera 
que sea el valor de C, y que tiene como gráfica la envolvente de la 
familia de curvas integrales que entran en la solución general, se 
llama solución singular de la ecuación diferencial. 

Suponemos conocida la integral general 

O (*, y, C) = 0; 

eliminando C de esta ecuación y de la ecuación <t>c (x, y, C) = 0 
obtenemos la ecuación >j) (x, y) = 0. Si esta función salisface la 
ecuación diferencial (y no pertenece a la familia (2)), entonces es 
la integral singular. 

Notemos que por todo punto de la curva que reprcsente la solu- 
ción singular pasan por lo menos dos curvas integralcs, es decir, 
la unicidad de la solución se perturba en cada punto de una 
solución singular. 

EJemplo. Hallur la soiución singular de la ecuación 

!/ ^ (l+i/' , ) = rt ,, • <•) 

Solución. Hallemos su integral general. Hesolvamos la ccuación 
respccto a y': 

dy . /W-yi 
dx ~ y 

Separando las varialdes, oblcncmos: 


I)e aquí, integrando, cncontramos la integral general: 

(*-C)»+ !/* = /?*. 

l£s fácil ver quo la familia de curvas integrales es la de circunfercncias de 
radio /I, con centros en el eje de las abscisas. La envolvcntc de csta familia 
de curvas cstá dada por las dos rectas y = ± fí. 

Las funciones y = ± H salisfacen la ecuación difercncial (*), dc dondc 
se dcduce quo es la intcgral singular. 


§ 13y Ktl ACION l)K CLAIRAHT 
Examinemos la ecuación 


y = x d £+* 



( 1 ) 


llamada de Clairaut. 
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Esta se íntegra introduciendo un parámetro auxiliar. Hagamos 
-^ = p, entonces la ecuación (1) toma la forrna: 

y = xp + \p (p). (í') 

Derivemos todos los términos de la última ecuación respecto 
a x, teniendo en cuenta que p =es i ma función de x: 


ó 


P = * ■£■■+/> + t'(P) 


dp 

dx 


[x-f tj>'(p)J^ = 0. 

Igualando a cero cada factor, obtenemos: 


y 



( 2 ) 


* + t|>' (P) = 0. 


(3) 


1) La integración de la igualdad (2) da p = C (C = const.). 
Poniendo este valor de p en la ecuación (l') encontramos sn integral 
general: 

V = *C + * (6’), (4) 


que, desde el punto de vista geométrico, representa una fainilfa 
de rectas. 

2) De la ecuación (3) encontremos p como función de x, y pon- 
gámoslo en la ecuación (l'), entonces obtenemos la función: 

y = xp (x) + lp (x)l, (í') 

la cual es una solución de la ecuación (1), lo que es muy fácil demos- 
trar. 

En efecto, en virtud de la igualdad (3) tenemos: 


d £=p+i*+*(p)) d £=p- 

Por eso, introduciendo la función (1*) en la ecuación (1), obtene- 
mos la identidad: 

X P + V (p) = xp + ip (p). 

La solución (l’) no se puede obtener a partir de la integcal gene- 
ral (4), cualquiera que sea el valor de C. Es una solución singular 
y se obtiene eliminando el parámetro p de las ecuaciones 

y = xp + y\?(p), 1 

x — (p) = 0, / 
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o, lo que es igual, eliminando C de las ecuaciones 

y = xC + y (C), 

1 + ’t’c (C) = 0- 


Por consiguiente, la solución singular de la ecuación de Clairaut 
detcrmina una envolvente de la familia de rectas, dadas por la 
integral generai (4). 


singular 


Ejemplo: Hallar las integrales general y 
nlar ae la 


ecuación 
dy 




d¡L 

dx 




d'J \2 ' 


Solución. Sustituyendo por C obtene- 
xnos la integral general: 


y-*C + 


aC 


VT+Üi 



Para obtener la solución singular derivamos la últiina ecuación 
respccto a C: 

Z+ (1 +C*) a/ » ”°’ 

La solución singular (ecuación de la envolvente) se obtiene on la forma 
paramétrica (dondo C es el parámetro): 


(j + C*)*/. ’ 
aC 3 


V (1 + C*)’/» ‘ 

Eliminando el parámetro C podemos obtener la dependencia directa entre 
x e y. Elevando ambos miembros dc cada ecuación a la potenica , y sumando 

O 

miembro a miembro las ecuaciones obtenidas, hallamos la solución singular 
en la forma siguiente: 

**/»-fg*/*=«’/*. 


Es una astroide. Sin embargo, como envolvente de la familia de rectas 
(y, por tanto, como solución singular) se presenta no toda la astroide, sino 
sólo su mitad izquierda (puesto que de las ecuaciones paramétricas de la envol- 
vente se deduce que * < 0) (fig. 258). 
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§ 14. ECUACION DE LAGRANGE 
I,a ecuación de la forma 

y = np (y’) + (y'), (1) 

donde q> y son funciones conocidas de se Uama ecuación de 

Lagrange. Esta ecuación es lineal respecto a y y x. La ecuación de 
Clairaut, examinada en el párrafo anterior, es un caso particular 
de la ecuación de Lagrange, cuando ip (y') s y’. Lo mismo que en 
el caso de la ecuación de Clairaut, la ecuación de Lagrange se integra 
introduciendo un parámetro auxiliar p. 

Hagamos: 

y' = p; 

entonces, ia ecuación original toma la forma: 

y = np (p) + (p). (l') 

Derivando respecto a x, obtenemos: 

P = <t(p) + [*<P'(P) + ^'(P)I^. 
ó 

p — q>(p) = [*?' (p) + 'f' (p)I d £. • (1") 

De esta ecuación se puede deducir inmediatamente ciertas solu- 
ciones, a saber: \a ecunción se transiorma en una identidad para 
todo valor constante p = p 0 , que satisfaga la condición: 

Po — f (Po) = 0. 

En efecto, siendo p constante, la derivada ^- = 0 y ambos 
miembros de la ecuación (l') se anulan. La solución que corres- 
ponde a cada valor de p = p 0 . es decir, = p 0 , es una función 

lineal de x (puesto que la derivada es constante sólo para las 

funciones lineales j . Para hallar esta función es suficiente susti- 
tuir en la ecuación (l') el valor p — po' 


y = xq>(p 0 ) + i|>(Po). 

Si esta solución no se deduce de la solución general, cualquiera 
que sea el valor de la constante arbitraria, será, por tanto, una solu- 
ción singular. 
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Encontremos, ahora, la solución general. Para esto escribamos 
la ecuación (l') en la forma: 


dx ^ <p'(p) yp'(p) 

dp p— (?(j>) p — v(p) 

considerando x como función de p. La ecuación obtenida es entonces 
una ecuación diferencial lineal respecto a la función x de p. 
Resolvióndofa, encontramos: 

x = a> (p, C). (2) 


Eliminando el parámetro p de'las ecuaciones (l') y (2), obtenemos 
la integral general de la ecuación (1) en la siguiente forma: 



<P (x, y, C) = 0. 


Ejemplo. 

Sea la ccuación 



y = + v" 1 - 

(1) 

Haciendo 

y = p, tenemos: 



p = xp« + p». 

(I') 


Derivando respecto a x, obtenemos: 


P = 


p* + 12ip + 2p) 


dP 

dx 


(I') 


Hallemos las soluciones singulares. Puesto que p = p’, cuando po — 0 
y Pi = 1, en calidad de soluciones se presentan ías funciones lineales |v¿a- 
se (I')l: 

y = x-0’ + Ü’, es decir, y = 0, 

V “ *+ f. 

Después de cncontrar la integral general, veamos, si estas funciones son 
las soluciones particulares o singulares. Para hallar la integral gcneral cscri- 
bamos la ecuación (I') en la forma: 


dx _ 2p _ 2 

dp P — p* = 1 — p 

considerando z como función de la variablo independiente p. Intcgrando la 
ecuación lineal (respocto a *) liallamos. 


■ —-1 + - 


C* 


Eliminando p de las ecuaciones (I') y (II), obtencmos la integral general: 


p = (C + VÍ+1)*. 

La integral singular de la ecuación original será: 

V = 0 , 

puesto que esta solución no se deduce de la solución general cualquiera que 
sea el valor de C. 

Sin embargo, la función y = x + 1 no es una solución singular, sino 
particular, y se deduce de la solución general, poniendo C = 0. 
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§ 15. TRAYECTORIAS ORTOGONAI.ES E ISOGONAI.ES 


Sca una familia de curvas monoparamétrica 

<D (x, y, C) = 0. (1) 

Las líneas que cortan todas las curvas de la familia dada (1) 
bajo un ángulo constante se llaman trayectorias isogonales. Si este 
ángulo es recto, las trayectorias se llaman ortogonales. 

Trayectorias ortogonales. Hallemos la ecuación de las trayecto- 
rias ortogonales. Escribamos la ecuación diferencial de la familia 
dada de curvas, eliminando C de las ecuaciones: 


y 


<P (x, y, C) = 0 

j cXl» dy _ Q 
dx dy dx 


Sea F 


(*■ »■ I) 


( 1 ) 


una ecuación diferencial. 

Aquí, es un coeficiente angular de la tangente a una curva 

de la familia en el punto M (x, y). Puesto que la trayectoria orto- 
gonal, que pasa por el punto M (x, y), es perpendicular a la curva 

dgr 

correspondiente de la familia, entonces el coeficiente angular 

de la tangente a esta curva está ligado con -^- por la correlación 
(fig. 259) 

( 2 ) 


dy 

dx 


1 

dy T 

dx 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (l') y omitiendo el 
índice T , obtenemos una relación entre las coordenadas de un punto 
arbitrario (x, y) y el coeficiente angular de la trayectoria ortogonal 
en este punto, es decir, Ia ecuación diferencial de las trayectorias 
ortogouales: 



dx, 


f V, 


(3) 
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La integral general de esta ecuación 

( x, y, C) = 0 

da la familia de trayectorias ortogonales. 

Las trayectorias ortogonales se encuentran, por ejemplo, cuando 
estudiamos una corriente plana de un líquido. 

Supongamos que la corriente de un líquido en un plano sea tal 
que en cada punto del plano Oxy esté determinado el vector 
v (i, y) de la velocidad del movimiento. Si este vector depende 




sólo de la posición del punto en el plano y no depende del tiempo, 
entonces este movimiento se llama estacionario, o establecido. 
Examinemos, precisamente, un movimiento semejante. Admitamos, 
además, que existe un potencial de velocidades, es decir, una fun- 
ción u (x, y) tal que las proyecciones del vector t' (x, y) sobre los 
ejes de coordenadas v x (x, y) y v y (x, y), sean sus derivadas parcia- 
les respecto a x e y: 


du du 

(4) 

- = n x ; ^=«V 

Las curvas de la familia 


u (x, y) = C 

(5) 


se llaman equipotenciales (es decir, líneas de igual potencial). 

Las curvas cuyas tangentes en cada punto coinciden en dirección 
con el vector v (x, y), se llaman líneas de corriente y representan 
las trayectorias de los puntos móviles. 

Demostremos que las líneas de corriente son trayectorias ortogo- 
nales de la familia de líneas equipotenciales (fig. 260). 

4—536 
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Sea (p el ángulo formado por el vector de velocidad v con el eje 
Ox. En virtud de la correlación. (4) tenemos: 


du(x, y) 
dx 


= | v | cos q>; 


y) 

dy 


I v | sen ip; 


de aquí hallamos el coeficiente angular de la tangente a la línea 
dc corriente 

<>u (x, y) 

dy 


tg(p = 


du(x, y) 
dx 


( 6 ) 


Derivando la relación (5) respecto a x, obtenemos el coeficiente 
angular de la tangente a la línee equipotencial: 


_i_ dy ~ o 
dx^ dydx ’ 


de donde: 


du 

dy = _ dz 
dx du' 

dy 


(7) 


Por consiguiente, el coeficiente angular de la tangente a la línea 
equipotencial es inverso, en magnitud y signo, al coeficiente angular 
de la tangente a la línea de corriente, de donde se deduce que las 
líneas equipotenciales y las de corriente son mutuamente ortogo- 
nales. 

Si se trata de un campo eléctrico o magnético, las trayectorias 
ortogonales de la familia de líneas equipotenciales son las líneas de 
fuerza dei campo correspondiente. 


Ejcmplo 1. Hallar las trayectoriaa ortogonalcs de la familia de parábolas 

y = Cz*. 


Solución. Escribamos la ecuación difcrencial de la familia: 

V = 2 Cz. 

Elirainando C, obtenemos: 

/_ = 2. 
v * ' 


1 


obtenemos ja 
famüia de trayectorias ortogonales: 


Sustituyendo y’ por— ~r. 


ecuación diferencial de la 




Trayectorias ortogonales e isogonales 


51 


o sea 


Su intcgral general es: 


ydy 


x dz 
2 



Por consiguiente, las trayectorias ortogonales de la familia dada de pará- 
bolas forma una familia de elipses con semiejes o = 2 C, y 6 = C~[/2 (fig. 261). 



Fig. 261 


Trayectorias isogonales. Supongamos que las trayectorias corten 
las curvas de una familia dada bajo el ángulo a, siendo tg a — k. 

E1 coeficiente angular -^- = tg(p (fig- 262) de la tangente a la 

curva de la familia, y el coeficiente angular ^- = tgt|) de la 
tangente a la trayectoria isogonal están ligados mediante la correlación: 


tg<P=tg(t|) — a) 


tgtp— tgg 
1 + tgatgip’ 


4 * 
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es decir, 


dy 

dx 




( 2 *) 


Introduciendo esta expresión en la ecuación (l') y quitando el 
índice T, obtenemos la ecuación diferencial de las trayectorias 
isogonales. 



EJemplo 2. Hallar las trayectorias isogonales do la familia de rectas: 

y = Cz, (8) 

que cortan las lineas dc la familia dada bajo el ángulo o, siendo tg a = k. 
Solución. Escribamos la ecuación diferencial de )a familia de rectas. 
Derivando la ecuación (8) respecto a *, hallemoe: 


dy 

dz 


= C. 


Por otra parte, de la misma ecuación se deduce: 

c-J'.. 

z 

Por consiguiente, la ecuación diferencial de la familia dada tiene la 
forma: 

dy V 
dz x 

Utilizando la relación (2') obtenemos la ecuación diferencial de las 
trayectorias isogonales: 

ÉLL. _ k 

dx * y 


fc ^ + ‘ 


De donde, quitando el fndice T, encontramos: 


dn 

dz 


fc +T 
i -k<L 
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Integrando esta ecuación homogénea obtenemos la integral general: 

ln 1/x*+¡/*=-l- arctg -|--f ln G, (9) 

que determina Ia familia de las trayectorias isogonales. Para aclarar 
cuáles son las curvas de esta familia, pasemos a coordenadas polares: 

-|. = tg<p: V**+Jf*“P. 



Fig. 263 

lntroduciendo estas exprcsiones en la igualdad (9), obtenemos: 
lnp = -i-tp+lnC 
ó 

p = Cr* . 

Por consiguiente, la familia de las trayectorias isogonales está compuesta 
por espirales logarítmicas (fig. 263). 


§ 16. ECUACIONES DIFERENCIALES 
DE ORDENES SUPERIORES (GENERALIDADES) 


Como hemos indicado más arriba (véase § 2), se puede escribir 
simbólicamenteuna ecuación diferencial de n-ésimo orden en la forma: 

Ffry.y.y" .í/ n) ) = 0. (1) 

o, si se puede resolverla respecto a la n-ésima derivada, 

y M = nx. y. y. y" . y u ~'\ (0 
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En el capítulo presente estudiamos sólo las ecuaciones de órdenes 
superiores, que se resuelven respecto a la derivada del orden más 
alto. Para estas ecuaciones tiene lugar el teorema de existencia 
y unicidad de la solución, análogo al teorema correspondiente sobre 
la solución de las ecuaciones de primer orden. 

Teorema. Si en la ecuación 

y u) =l(*. y. v . y (n ~") 

la función f (x, y, y', ... y sus derivadas parciales respecto 

a los argumentos ij, y’, . . ., yl n ~•> son continuas en un cierto dominio 
que contiene los valores x = x 0 , y = y 0 , y' = y„, ■ • y (n ~ , > = 

= v? -l >, existe solamente la solución única y = y (x) de la ecuación 
que satisface las condiciones: 


i/*=x o == yo. 

y*=x, = y’o. 


( 2 ) 


./»-»>__ „<»-«> 

J/x-x»-j/o 


Estas condicioncs se llaman iniciales. En la presente obra no se 
demuestra este teorema. 

Si analizamos una ecuación de segundo orden y" — / (x, y, y'), 
las condiciones iniciales de la solución para x = x 0 serán: 

y~y 0 . y=y 0 , 

donde x 0 , p 0 , y 0 son números dados. E1 significado geométrico 
de estas condiciones es el siguiente: por el punto dado de un plano 
( xo , j/ 0 ) pasa una sola curva cuya tangente del ángulo de 
inclinación de la línea tangente es i/¿. De aquí se dcduce, además, 
que si damos difcrentes valores a conservando constantes ar 0 e j/ 0 , 
obtenemos una infinidad de curvas integrales con diferentes ángulos 
de inclinación que pasan por el punto dado. 

Introduzcamos, ahora, la noción de solución general de una 
ecuación de n-ésimo orden. 

Dcfinición. Se llama solución general de una ecuación diferencial 
de n-ésimo orden una función 


y = y (x, C u C 2 , . . ., C n ), 

que depende de n constantes arbitrarias C t , C 2 , . ... C n de tal 
modo que: 

a) satisfaga la ecuación cualesquiera que sean los valores de las 
constantes C\, C 2 , ... C n , 
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b) para las condiciones iniciales dadas: 

í/x=x. = y 0 , 

l/x=x 0 "" I/Of 




se puede elegir las constantes C t , C 2 ..C„ así que la función y = 
= <p (x, C i, C 2 , . . ., C n ) satisfaga estas condiciones (suponiendo 
que los valores iniciales Xq, y 0 , y' t , . . ., pertenezcan al 

dominio de existencia de la solución). 

Una correlación de la forma <D (x, y, C,, C 2 , . . ., C„) = 0, 
que define la solución general de manera implícita se llama integral 
general de la ecuación diferencial. 

Toda función que se obtiene de la solución goneral para valores 
concretos de las constantes C,, C 2 , . . ., C n , se llama soluclón 
particular. La gráfica de una solución particular se llama curva 
integral de la ecuación diferencial dada. 

Resolver (integrar) una ecuación diferencial de n-ésimo orden 
significa: 

1) hallar su solución general (si no se han dado las condiciones 
iniciales), o: 

2) hallar tal solución particular de la ecuación que satisfaga 
las condiciones iniciales dadas (si éstas existen). 

En los párrafos siguientes veremos los métodos de resolver 
distintas ecuaciones de n-ésimo orden. 


§ 17. ECUACION DE LA FORMA i/ (n> =/(x) 

La ecuación de la forma 

y M =f(x), (i) 

es la mós simple de n-ésimo orden. 

Hallemos su integral general. 

Integrando ambos miembros de la ecuación respecto a x, y toman- 
do en consideración que j/< n> = (¡/ (n_ 1> ) , I obtenemos: 

y ln -"=]f(x)dx + C t , 

*0 

donde x 0 es un valor arbitrario de x, y C t es una constante de inte- 
gración. 
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Ecuacionet diferenctaUs 


Integrando una vez máa tenemos: 

= J (J / (x) dx)dx + C t (x - x 0 ) + C 2 . 

Xo Xo 


Procediendo de esta manera, obtendremos por fin, después de n 
integraciones, la expresión de la integral general: 



f(x)dx ... dx 


C\ ( x-x 0 ) n 
(n - 1)! 


+~ 


+ Ó-2 


(X-Xp)"- 1 

(n — 2)1 


C 


n- 


Para hallar la solución particular que satisfaga las condiciones 
iniciales: 

= y c i = l/O’ • • •! — ÜO > 

es suficiente hacer: 

Cn = y.. ^n-l = Poi • • •> C\ = y 0 


Ejemplo 1. Hallar la integral general de la ecuación 
y" = sen (fcr) 

y la solución particular que satUfaga las condiciones íníciales: 

Vx-O = 0> ¡4-0 = 1- 

Solución: 

X 

p . cosAx —1 

|/'= ^ sen kxdt+C\= -g-+ c i. 

o 

,--l PtF*-) fc+tc^+r, 

0 0 

ó 

sen kx x - _ 

«=• -55-(-J + C l* + Cj. 

Esta es la integral general. Para hallar la solución particular que satis- 
face las condiciones iniciales dadas es suficiente determinar los valores co- 
rrespondientes de C, y C*. 

De la condición y x= , 0 = 0 hallamos C t = 0. 

De la condición y' x =a = t hallamos C, = 1. 

Así, la solución particular buscada tiene la forma: 


y= — 


sen kx 
k > 


+*(í+‘)- 



Ecuación dc la forma y'- n ‘ = f (z) 
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Ecuaciones diferenciales de este género se encuentran en la teoría de la 
flexión de vigas. 

Eiemplo 2. Examinemos una viga prismática elástica sometida a la fle- 
xión por acción de fuerzas externas, tanto repartidas continuamente (peso, 
carga) como, concentradas. Diriiamos el eje Ox horizontalmente, a lo largo 
del eje de la viga todavía no deformada y el eje Ou verticalmente hacia abajo 
(fig. 264). 

Toda fuerza aplicada a la viga (por ejemplo, la carga, reacción de los 
apoyos) tiene un momento respecto a cualquier sección transversal de la 
viga; este momento es igutil al producto de la fuerza, por la distancia entre 
la sección dada y el punto de aplicación de la fuerza. La suma M (x) de los 
momentos de todas las fuerzas aplicadas por un mismo lado de la sección de 



abscisa x, se Ilama momento de flexión de la viga respecto a la sección dada. 
En el curso de «Besistencia de materiales» se demuestra que el momcnto do 

EJ 

flexión de una viga es igual a: , donde, E esel módulo de elasticidad, que 

n 

dopende de matcrial; J es el momento de inercia del área de la sección trans- 
versal de la viga respocto al eje horizontal que pasa por el centro dc gravedad 
de esta sección; fi es el radio de curvatura del eje de la viga encorvada, quo 
so expresa medianle la fórmula (| 6, cap. VI): 

V 

Asi, la ecuación difercncial del eje de la viga encorvada tieno la forma: 


V' M (») 

(! + „'»)•/, EJ 


( 2 ) 


Si admitimos que las deformaciones son pequefias y los ángulos entre las tan- 
gentes al eje do la viga cncorvada y el eje Óx son bastante pequefios, podemos 
despreciar la magnitud y' 1 que es el cuadrado de y , y considcrar: 



La ecuación diferencial de la viga encorvada tomará entonces la forma: 


M(x) 

EJ 


( 2 ') 


que es una ecuación de la forma (1). 

Ejemplo 3. Una viga está encastrada por su cxtremo O y sometida a la 
acción de una fuerza vertical concentrada P, aplicada al extremo libre L, a 
una distancia l del punto de fijación (fig. 264). Despreciemos el peso de 
la viga. 
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Ecuaclones diferenciales 


Examinemos la sección en el punto N (z). E1 momento de flexión res- 
pecto a la sección N será 

M(x) = (l-x)P. 

La ecuación diferencial (2') tomará Ia forma: 



*)• 


Las condiciones iniciales son: cuando x = 0, la flexión y es igual a cero 
r la tangente al eje de la viga encorvada coincide con el eje Ox, es 
lecir: 

l'x-o = 0 - 

Integrando la ecuación encontramos: 


v '=in\ <*—*)**»—£r(»*—?■): 


p 

2EJ 


(--*)• 


(3) 


Uo la fórmula (3) se determina, en particular, la flexión h en el ex- 
tremo L de la viga: 

Pl » 

eT' 


§ 18. ALGUNOS TIPOS DE ECUACIONES DIEERENCIALES 
DE SEGUNDO ORDEN QUE SE REDUCEN A ECUACIONES 
DE PRIMER ORDEN 

1. La ecuación dc la forma 



no contiene explícitamente la función desconocida y. 

Solución. Designemos por p la derivada , es decir, haga- 
dy 

mos: ~r~ = p. 
dx 

Entonces, 

<Fy _dp 

dx 2 dx 

Introduciendo estas expresiones de las derivadas en la ecuación (1) 
obtenemos una ecuación de primer orden 

p) 

dx 
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donde p es la función desconocida de x. A1 integrar esta ecuación, 
encontramos su solución general: 

p = p(x, C t ), 

y, luego, de la correlación = p obtenemos la integral general 

ax 

de la ecuación (1): 

y=\p(x, Ci>dx-\-C 2 . 


Ejemplo 1 . Examinemos 
(véase § 1). 


la ecuación diferencial de una catenaria 


Hagamos: 



Entonces, 


d z y _ dp 
dx s dx ' 


y obtenemos una ecuación diferencial de primer orden re S pecto a la funcióu 
auxiliar p de i: 


dp_ 

dx 


yVt + P 1 . 


Separando Jas variables, lenemos: 

dp _ dx 

VT+P 5 = a 

de donde: 

ln (P + VT+P 5 ) =T+ C '- 
a 



Pero, como p = ^r- esta última correlación es una ccuación difcronciai 

r dx 

respecto a la función desconocida y. Integrándola, obtenemos la ecuación 
de la catenaria (véase § 1 ): 



+ C 2 . 


Encontremos la solución particular que satisface las siguiontes condi- 
ciones iniciales: 
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Ecuociones diferencloles 


La nrimera condición da C t = 0; la segunda, C, = 0. 
En definitiva tenemos: 



Obaervación. De modo análogo se puede integiar la ecuación 
y M =f(x, y <n -‘ ) ). 

Poniendo = p, obtenemos una ecuación de pximer orden 

para determinar p: 

£ = /(*. P). 

Determinando p en función de x, se deduce y de la correlación 

y(n-i) _ p ( v é a se § 17). 

II. La ccuación de la forma 



no contiene explícitamente la variablc independiente ar. Pava resol- 
verla hagamos de nuevo: 



( 3 ) 


pero, ahora consideremos p como función de y (y no de x, como antes). 
Entonces: 


cf'y dp dpdy dp 

dx 2 dx dydx dy 


Poniendo en la ecuación (2) las expresiones ~ y , obtene- 
mos una ecuación de primer orden respecto a la función auxiliar p: 

P ^ = / (y. P)- W 

Integróndola, hallamos p en función de y y dé una constante 
arbitvaria C¡: 

p = p (y, C i). 

Introduciendo este valor en la correlación (3), obtenemos una 
ecuación diferencial de primer orden para la función y de x: 

dy 
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Separando variables, tenemos: 

—&- = dx. 

p(y, Cd 

Integrando esta ecuación, obtenemos la integral general de la 
ecuación original: 

O (x, y, Cu Cif = 0. 

Ejemplo 2. Hallar la integral general de la ecuación 


3i/* = P 


Solución. Hagamoa considerando p como función de y. Entonces, 

y’ — p —■ y, por tanto, obtenemos una ecuación de primer orden para la 
función auxiliar p : 

Integrando esta ecuación, hallamos: 

2 


pt=Ci — v 3 ó ' p = ± 


V Ci- V 3 . 


Pero p=-gj ; por consiguiente, para determin&r y obtonemos la ecua- 


ción: 


dp 


2 

'T 


■ =dx 6 


V 3 d V 


de donde: 


V Ci-V 


V CiV 3 -1 


: dz. 


V 3 d U 


VcJ-, ' 


Para calcular la úitima integral bagamos la suatitución: 

ca'i*- í-i*. 

Entonces: 






G2 


EcuacioneS diferenciales 


Por consiguiente, 
U ,,s dy 


p y‘>Hy t í* 3i(«*+l) . .. 3 f _ 

J Y c lV ,, *-i ~ ¿ ' _ 6 '? + 


= TJtV c l y ,/ ’ — 1 (C,y ,/ ’ + 2). 


En la forma definitiva tenemos: 

x + C2=±-¿rVc iy t,s -i (C,i/V*+2). 

Ejemplo 3. Supongamos que un punlo se mueve a lo largo del cje Ox 
hajo ía acción de una fuerza dependicnte sólo de la posición del puntn. 


I,a ecuación diferencial del movimiento será: 

.rw. 


Sea x= x 0 . 


<ix 

j¡- = "o P ara ‘ 


d |2 


= 0 . 


dr 


Al multiplicar amhos micmbros de la ecuación por dl e intcgrando 
entre los límitcs de (J a /, obtenemoa: 


~r m [irr Y ~~r" w ° - S F (í) iz • 


x 

~F m (4f) 2 + [ — S F (*)<**] =- r , " , 'í= con81 - 

*o 

E1 primcr término de la última ecuación rcpresenta la encrgín cinélica y el 
scgundo, ia energía potenc¡8l del punto móvil. De la ecuación obtenida so 
deduce que la suma de las energías cinética y 
potencial permaneco constante duranto todo el 
tiempo de movimiento. 

Problema de péndulo matemático. Suponga- 
mos que un punto material de masa m so mucvo 
hajo la acción de la fuerza de gravcdad por una 
circunferencia L que sc halla en un plano verti- 
cal. Hallemos la ccuación del movimicnto del punto 
despreciando las fuerzas de resistencia (frota- 
miento, resistencia del aire, etc.). 

Ubiquemos el origen de coordenadas en el 
punto inferior dc la circunferencia, dirigiendo cl 
eje Ox a lo largo de la tangente a esta circun- 
ferencia (fig. 265). 

Designemos por l el radio de la circunferen- 
cia y por », la longitud del arco a partir del 
origen 0 hasta cl punto variable A/ donde se 
halla la masa m; al mismo tiempo tomemos la 
longitud mencionada con el signo correspondiente 
(s > 0, si A/ se encuentra a la derecba dcl ori- 
Fig. 265 gen O; s < 0, si M se encuentra a la izquierda 

del 0). 

EI probloma en consideración consiste en establecer la dependencia 
entre s y el tiempo t. 
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Descompongamos la fuerza de gravedad mg en dos componentes: tangencial 
y normal. La primera, que es i^ual a — mg sen 9 , causa el movimiento, la 
segunda se elimina por la reaccion de la curva descrita durante el movimiento 
de la masa m. 

Así, la ecuación de movimicnto tiene la forma: 


d2* 

-j¡* = ~ m g sen 9 . 


Puesto quo para la circunferencia el ángulo q = -í-; obtenemos la ecuación: 

iPs s 

-- g sen T . . 

Es una ecuación diferencial del tipo II (por no contener explfcitamente 
la variable independiente t). 

Integrándola de la manera correspondiente tenemos: 


d*s dp 
dP ~ ds 


Por consiguiente. 


0 bien, 


de donde: 


— g sen-p. 


pdp= -gsen-r-ds, 


p* = 2gl cos j +C,. 


Designemos medianle s 0 la longitud máxima del arco dcscrito por el 
punto M. Cuando s = s 0 , la velocidad del punto es igual a ccro: 


dt |,=,, # = 

Esto permite determinar C,: 


do donde 


Por tanto, 


0 = 2 g/ cos -j+C,, 


C¡ = — 2 gl cos j-. 




o, aplicando a la última expresión la fórmula que determina la diferencia 
de cosenos: 


(Íf) 2 =4íisen^±f!Lsen-Í2_i., 



G4 


Ecuacionet díferenciaUt 


o bien •): 


if = 2 V7T 


( 6 ) 


Esta ea una ecuación con vatiables aeparables. Separándolaa. obtenemos; 

•2VV“- m 


V 


“"'ír 1 -» 4 ?- 


Supongamos por ahora que i =£ s 0 , entonces el denominador de la frac- 
ción es distinto ae cero. Si suponemos que »=0 para í =0, de la igualdad (7) 
obtenemos: 



(8) 


Esta igualdad expresa la dependencia entre i y t. La integral del miembro 
izquierdo no se expresa mediante las funciones elementales; lo mismo ocurre 
con i como funcion de t. 

Examinemos del modo aproximado el problema planteado. Supongamos 
quo los ángulos —■ y — son pequeños. Los ángulos * |~ *° - y , °^ [ ■ ■ ■ no son 

superiores a y-. Sustituyamos en la ecuacion (6) los senos de ángulos por 
los ángulos: 

dt =2 V gl V 21 21 ’ 

o bien, 



(G') 


Separando las variables. obtenemos (suponiendo provisionalmente que 
i =£ i 0 ): 


dt 



(7') 


Supongamos otra vez que i = 0 para «= 0. Integrando la última ecuacion, 
obtenemos: 


v%=¡t~V r í‘ 


(S') 



*) Tomamos el signo más delante de la raíz. De la observación que se da 
al final del problema se deduce que no hay necesidad de examinar el caso cuan- 
do se toma el signo menoe. 
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de donde: 


* = s 0 sen 



(9) 


Observación. Al resolver el problema, kemos supuesto que j s„. Sin 
embargo, por medio de la sustitución directa nos convencemos de que la fun- 
ción (9) es solución de la ecuación (6') para cualquier valor de t. 

Recordemos que la solución (9) es aproximada para la ecuación (5), puesto 
que habiamos sustituido la ecuación (6) por la ecuación aproximada (6'). 

La ecuación (9) muestra que el punto M, (que se puede considerar como 


el extremo dcl péndulo), ofectúa oscilacioncs armónicas de periodo T=2n 
Este período no depende.de la amplitud de la oscilación s 0 . 



Ejemplo 4. Problema de la segunda velocidad cósmica (velocidad de 
escape). 

Determinar la mínhna velocidad con la cual se debe lanzar un cuerpo 
verticalmente hacia arriba para que esto no regrese a la tierra. La resistencia 
del aire se desprecia. 

Solución. Designemos las masas de la Tierra y dol cuerpo lanzado por M 
y m, respectivamente. En virtud de la ley newtoniana de atracción, la fuerza / 
que actua en el cuerpo m, es: 


donde, r es la distancia entre el centro de la Tierra y el ccntro dc gravedad 
del cuerpo lanzado; 

k os la constante de gravitación universal. 

La ecuación diferencial de movimiento de estc cuerpo do masa m es: 


ó 


m 


d*r 
dt * 


M ■ m 

~ 3 - 


d*r *t 

dl * r» ‘ 


(« 0 ) 


Hemos tomado el signo menos puesto quo la accleración en el caso dado 
es negntiva. La ecuación diferencial (10) es una ccuación de la forma (2). Hcsol- 
vamos esta ecuación tomando las siguientes condiciones iniciales: 


cuando < = 0, r = R y 

dt 


-v 0 . 


Aqui, R es ol radio de la Ticrra, v 0 es la velocidad de lanzamiento 
Introduzcamos las designaciones: 

dr d*r do dv dr dv 


dt 


*v. 


dt 3 dt dr dt 


dr ’ 


donde v es la velocidad del movimienlo. Sustituyendo esta expresión en la 
ecuación (10), tenemos: 

dc M 


Separando las variables, resulta: 


; dv = — kM 


dr 

7T- 


5-536 



66 


Eeuaciones diferenciales 


Integrando esta ecuación, encontramos: 

-£- = + AAfi-+C,. 


( 11 ) 


Determineinos C¡ de Ia condición v = Vq, en la superficie de la Tierra 
4*-= +*JI/-1- + C I 


*A/ 1>2 

C, =- 


Sustituyendo el valor de C, en la igualdad (11): 

i-2 .... 1 kM . <-S 

= +k ,V --n- + -^- 




( 12 ) 


Scgún la bipólcsis. la velocidad del cuerpo debe ser constantemente 
positiva, por tanto: 4->0. Coroo la magnitud —se hace rauy pequeña 

v a 

cuando r crece indefinidainente, la condición >0 se curaple para todo r 
sólo en el caso de que: 


-!*—*£> 0 
2 R * 


(13) 


- , / 2kM 

v o>V — ■ 

l’or tanto, la velocidad míniraa se define por la igualdad 


1-0 = 


( 14 ) 


donde 


k = 6,66-10-a , 

grseg* 

/? = 63-10’ cm. 

En la superficie de la Ticrra, cuando r = /f, la aceleración de la fuerza 
de gravedad es igual a g ^g = 981 • En virtud de lo último, obtenemos 


de la igualdad (10): 


M 
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ó 



Poniendo este valor de M en la fórmula (14), tenemos: 


km 


r r seg seg 


§ 19. METODO GRAFICO I)E LA INTEGRACION DE 
LAS ECUACIONES DIFERENCIALES DE SEGUNDO ORDEN 

Aclaremos cuál es la interpretación geométrica de una ecuación 
diferencial de segundo orden. Sea la ecuación 

y" = f (*■ V' y')> (!) 

designemos por cp el ángulo formado por ln tangente a la curva con 
la dirección positiva del eje Ox\ entonces, 

Para aclarar el significado geométrico de la segunda derivada 
recordemos la fórmula que determina el radio de curvatura de una 
curva en un punto dado*): 

^ (i+y'V 71 

y" 

De donde tenemos: 

.. ( 1 + 

I{ 


Pero, 

y = tg <p; l + y 1 = l + tg 2 <p = sec 2 <p; (1 + f' 2 ) v1 = 


= | sec 3 <p | 


_ 

I cos 3 <p 


Por eso: 


y" 


1 

R | cos 3 <p | 


(3) 


*) Kasta ahora sicmpre. hemos considerado que el radio de cucvatura es un 
número positivo. I’ero, en este párrafo supongamos que el radio de curvatura 
pueda tomar valores tanto positivos como negativos: si la curva es convexa 
(y“ <0), consideremos el radiode curvatura negativo (fí < 0); si la curva es 
cóncava (y“ > 0), considerémoslo como positivo (fí > 0). 


5* 
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Introduciendo, ahora, las expresiones obtenidas para y e y" en 
la ecuación (1), obtenemos: 



/(*, !/, tKf), 


ó 


// = 


_ 1 __ 

cos 3 «p l(x, y, tg«p) 


(4) 


Esto demuestra que la ecuación diferencial de scgundo orden 
determina la inagnitud del radio de curvatura de la curva integral, 



si están dadas las coordenadas del punto y la dirección do la tangente 
en este punto. 

De lo anterior se deduce el método de la construcción aproximada 
de una curva integral con ayuda dc una curva lisa*); la curva 
está constituida por arcos de circunferencias. 

Supongamos, por ejemplo, que es preciso hallar una solución 
de la ecuación (1), que satisfaga las siguientes condiciones iniciales: 

Vx=xt = !/<>'• üx-^xt = üo- 

Tracemos por el punto M 0 (x 0 . Uo) un rayo M 0 T„, cuyo coefi- 
ciente angular es y' = tg <p 0 = y a (fig. 266). De la ecuación (4) 
encontramos la magnitud R = R 0 . Pongamos un segmcnto M 0 C 0 
igual a R 0 en la perpendicular a la dirección A/ 0 7' 0 _y tracemos 

(tomando el punto 6’ 0 por centro) un arco pequeño M 0 M i de radio 
R 0 . Notemos que es preciso orientar el segmento M 0 C 0 en la direc- 


*) Es una curva que tiene en todos los puntos la tangente, cuyo ángulo 
de inclinación es una función continua de la longitud s del arco. 


Ecuaciones lincales homogéneas 


69 


ción conveniente para que el arco de la circunferencia sea convexo 
hacia arriba cuando /f 0 < 0; y sea convexo abajo cuando H 0 > 0 
(vóase la nota en la página 67). 

Sean x, e y, las coordenadas del punto M, en el arco construido 
y ubicado suficientemente próximo al punto M 0 , y sea tg q>i, el 
coeficiente anguiar de la tangente M,T, a la circunferencia trazada 
en el punto M De la ecuación (4) hallamos el valor de R = R, 
correspondiente al punto M,. Tracemos el segmento M,C,, igual 
a R, y perpendicular a M,T,\ tomando el punto C, como centro, 

tracemos arco M,M« de radio R¡. Tomemos luego en este arco un 
punto M z ( x 2 , yi), próximo a M,. y continuemos nuestra construc- 
ción hasta obtener un tramo suficiontemente grande de la curva, 
formado por los arcos de circunferencias. De lo anteriormente dicho 
se dcduce que esta curva es aproximadamente una línea integral 
que pasa por el punto M 0 . Es evidente que la curva construida tanto 
más se aproximará a la curva integral cuanto menores serán los 

arcos M 0 M„ M,M 2 , . . . 


§ 20. ECUACIONES I.INEALES HOMOGENEAS. 

DEFINICIONES Y PROPIEUADES GENERAI.ES 

Definición 1. Una ecuación diferencial de n-ésimo orden se 
llama lineal si es de priiner orden respecto a la función descunocjda 
y y sus derivadas y', . . ., g*"*, es decir, si esta ecuación 

tiene la forma 

a 0 i, (n '+ + ... +a n y = nx), 0) 

donde a 0 , a„ a 2 , . . ., a„ y / (x) son funciones dadas de x o cnn- 
stantes; además. a 0 0 para todos los valores de x, en el dominio 
de definición de la ecuación (1). En adelante supongamos que Ins 
funciones a 0 , a„ . . ., a, y / {x) son continuas para todos los valo- 
res de x y que cl coeficiente a 0 = 1 (si a 0 es distinlo de la unidad, es 
suficiente dividir por él todos los términos de la ecuación). La fun- 
ción / (x), sc llama segundo micmbro de la ecuación. 

Si / (x) 0, la ecuación se llama lineal no homogénea, o ecua- 

ción con segundo miernbro. Si / (x) = 0, la ecuación tiene la forma: 

+ aj"-'' + ... +a„y = 0 (2) 

y se llama lineal homogénea, o ecuación sin segundo miembro (el 
primer miembro de esta ecuación es una función homogénea de 
primer orden rcspccto a y, y , y’, .... y < ” ) ). 

Definamos algunas propiedades fundamentales de las ccuaciones 
lineales homogéneas, íimitándonos a las demostraciones de las 
ecuaciones de segundo orden. 
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Ecuaeiones diferenciaUs 


Teorema 1. Si y, e y 2 son dos soluciones parliculares de la ecuación 
lineal homogénea de segundo orden 

y" + cay' + a 2 y = o (3) 

entonces, y, + y 2 es también la solución de esta ecuación. 

Demostración. Si y¡ e y 2 son las soluciones de la ecuación, en- 
tonces: 

tfi + fl iVi + <h.y\ — 0 \ 

yi + a IÜ2 + a 2Í/2 = 0. J 

Poniendo en la ecuación (3) la suma y t + y 2 y tomando en 
consideración las identidades (4), tenemos: 

(Vi + !>*)” + °i (y¡ + {/2) + a 2 (y¡ + !/*) = 

= (y'i + a i y\ + + (¿/2 + a i!/2 + a :y:) = 0 + 0 = 0, 

es decir, y¡ + y 2 es solución de la ecuación. 

Teorerna 2. Si y¡ es una solución de la ecuación (3), y C es una 
constante, el producto Cy f es, también, una solución de esta ecua- 
ción (3). 

Demostración. Introduciendo en la ecuación (3) la expresión 
Cyi, obtenemos: 

(Cy,)" + a i (Cyt)' + a 2 (Cy,) = C (yi + a,y\ + a 2 y,) = C- 0 = 0; 

y el teorema qucda demostrado. 

Definición 2. Dos soluciones y, e y 2 de la ecuación (3) se llaman 
linealmente independientes en el segmento la, 61, si su razón en éste 
último no cs constante, es decir, cuando 

— ^fcconst. 
i/2 

En caso contrario, las soluciones se llaman linealmente depen- 
dientes. En otras palabras, dos soluciones y, e y 2 se llaman lineal- 
mente dependientes en el segmento |a, 61, si existe un número con- 

stante \ tal que — = X, cuando a ^ x ^ 6. En este caso y, = 

y 2 

Ejemplo 1. Sea la ecuación y’ — tj = 0, es fácil verificar que las funcio- 
nes «*, e"*, 3e*. 5e~* son soluciones dc csta ecuación. Las funciones e* y e _ * 

fX 

son linealmente independientes en todo segmento, puesto que la razon = 
= «** no permanece constante cuando varía jt. En cambio, la9 funciones e* 
y 3e* son linealmente dependientes, puesto que -pr = 3 = const. 
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Definición 3. Si y, e y 2 son las funciones de x, entonces el deter- 
minanle 


W(y t , y¿ = 


y t y-z 
y\ y'z 


= yiy'2 — y\yi 


se llama determinante de IVronski o, simplemente, Wronskiano de 
las funciones dadas. 


Teorema 3. Si las funciones y, e y-¿ son linealmente dependientes 
en el segmento [a, b\, el Wronskiano en este segmento es idénticamenle 
igual a cero. 

En efecto, si y 2 = Xj/i. donde X = const, entonces y t = ky\, y 


W(y u y¿ = 


y¡ y-. 
y\ y\ 


y i ái/, 
y\ óy'i 


y i y i 
y\ y\ 



Teorema 4. Si el Wronskiano W (y t , y 2 ), dc las soluciones 
j/i e y 2 de la ecuación lineal homogénea (3) no se anula en un punto 
x = Xq del segmento [a, ¿i|, donde los coeficientes de la ecuación son 
continuos, entonces no se antila para cualquier valor de x en este seg- 
mento. 


Demostración. Puesto que y¡ e y 2 son dos soluciones de la ecua- 
ción (3), tonemos: 

yí -f - rt¡y 2 + a 2 y 2 = 0, J/i + o¡y¡ + a 2 y¡ = 0. 

.Multiplicando los términos de la primera igualdad, por y¡ y los 
términos de la segunda por y 2 y luego sumándolas, obtenernos: 


(y\VÍ — y\'y¡) + a¡ (y¡y 2 — y',y 2 ) = 0. (5) 

La diferencia encerrada entre segundo paréntesis es el Wronskia- 
no W (y¡ y .¿): 

W (y, yj = (y,y' 2 — y\y¿). 

La diferencia encerrada entre el primer paréntesis es la derivada 
del determinante de Wronski 


W (y,y 2 )' x = (y,y 2 — y\y¿ = y,y 2 — y¡y 2 . 

Por consiguiente, la igualdad (5) asume la forma: 

W' + a,W = 0 (6) 

Hallemos la solución de la últiraa ecuación que satisfaga la 
condición inicial: 

W lr—», = W 0 - 

Hallemos al principio la solución general de la ecuación (6), 
suponiendo que W ^ 0. 
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Separando variables, en la ecuación (6), tenemos: 


dW 

W 


— a¡ dx. 


Integrando, hallamos: 

ln W=-) a,dx+lnC 

X 0 

ó 

X 

| a, dx, 

X 0 

ü »i dx 

W = Ce~ *• . (7) 

Notemos que se podría escribir la función (7), de modo que esta 
función satisfaga la ecuación (6). Es fácil cerciorarse de esto mediante 
sustitución directa de esta función en la ecuación (6). La suposición 
W =/= 0 no es necesaria. 

La fórmula (7) se llama fórmula de Litsville. 

Determinemos C de modo que se satisfaga la condición inicial. 
Poniendo x=x 0 en el primer y segundo miembros de la ecuación (7), 
obtenemos: 

W 0 = C. 

Por tanto, la solución que satisfaga las condiciones iniciales 
toma la forma: 

X 

i' «,<*«■ 

W=Wtíé- x - (7') 

Según la hipótesis, W 0 0. Pues. de la ecuación (7') se deduce 
que W =^= 0, cualquiera que sea el valor de x, puesto que la función 
exponencial no se reduce a cero para todos los valores finitos de la 
variable. E1 teorema queda demostrado. 

Observacion 1. Si el Wronskiano es nulo para cierto valor 
de x = x 0 , este determinante tambión es igual a cero para cualquier 
valor de x en el segmento considerado. 

Esto se deduce directamente de la fórmula (7): si W = 0 para 
x = x 0 , entonces: 

(W)x=x o = C = 0 ; 

por consiguiente, W= 0, cuaiquiera que sea el valor del límite 
superior de x en la fórmula (7). 



de donde: 




Ecuacionet lineales homogineas 


73 


Teorema 5. Si las soluciones y¡ e y 2 de la ecuación (3) son lineal- 
mente independientes en el segmento [a, Í»J, el Wronskiano W 
formado para estas soluciones no se reduce a cero en ningún punto 
del segmento indicado. 

Indiquemos sólo la idea de demostración de este teorema, sin 
darla en forma completa. 

Supongamos que W = 0 en cierto punto del segmento entonces, 
en virtud del teorema 3, el Wronskiano será nulo en todos los puntos 
del segmento [a, 61: 

W = 0 
ó 




Examinemos al principio los intervalos dentro del segmento 
[a, ól donde y¡ 0. Entonces, 


ó 


y\\h — y\y% _ Q 
y\ 



Por tanto, la razón — es constante en cada uno de los intervalos 

í/. 

mencionados: 


— = k = const. 

y, 

Utilizando el teorema de existencia y unicidad, se puede mostrar 
que y 2 = ky, para todos Ios puntos del segmento [a, 61, incluyendo 
los puntos donde y, = 0, lo que es imposible, puesto que, según 
la hipótesis ij 2 e y¡ son linealmente independientes. Por consiguien- 
te, el Wronskiano no se anula en ningún punto del segmento [a, 6]. 

Teorema 6. Si y¡ e y 2 son dos soluciones linealmente independientes 
de la ecuación (3), entonces 

y = C¡y¡ + C 2 y 2 , (8) 

donde C¡ y C 2 son las constantes arbitrarias. Esta es la solución general 
de la ecuación (3). 

Demostración. De los teoremas 1 y 2 se deduce que la función 
C¡y¡ + C 2 y 2 

es ia solución de la ecuación (3) cualesquiera que sean las constan- 
tes C¡ y C 2 . 
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Demostrcmos, ahora, que cualesquiera que sean las condiciones 
iniciales y x=x , = y 0 , y'x=* 0 = y 0 , es posible elegir los valores de 
las constantes arbitrarias C\ y C* de modo tal que la solución par- 
ticular correspondiente C¡y t + C 2 y 2 satisíaga las condiciones ini- 
ciales dadas. 

Poniendo las condiciones iniciales en la igualdad (8), tenemos: 

ya = Ciy\ 0 + C 2 y 20 . 1 ^ 

y 0 = t'ii/io + C 2 y~s,, ) 

donde se pone: 

(uú.r-^ = í/io; (y 2 )*=x 0 = </2o; (y¡)x=x u = yío; (tóx-x» = y™- 
Del sistema (9) se puede definir C i y C 2 , puesto que el determi- 
nante de este sistema 


tfio í/20 _„ » „• 

■ ./ = í/toí/no — y 10.V20 

!/io Í/20I 

es el Wronskiano cuando x = x 0 , y, por tanto, no es igual a cero 
(en virtud de la independencia lineal de las soluciones y t e y 2 ). La 
solución particular que se deduce de la familia (8), para los valores 
hallados de C t y C 2 , satisface las condiciones iniciales dadas. De 
este modo el teorema queda demostrado. 


Kjvmplo 2. La ecuación 




cuyos coeficirntes = y son continuos nn todo ol segmcnto. 

que no contiene el punto * = 0, admilu las soluciones particularcs: 

1 

¡,,=x. y 2 = — 

(Io quu se verifica fácilmente, sustituyéndolas en la ecuación). Por tanto. 
su solución general tiene la forma: 

y = r,r-f Cj-i- . 


Observación 2. No existen métodos generales que permitan 
hallar en forma finita la solución general de una ecuación diferen- 
cial lineal con coeficientes variables. Sin embargo, para las ecuacio- 
nes con coeficientes constantes tal método existe y será expites- 
to en el párrafo siguiente. En cuanto a las ecuaciones con coeficientes 
variables, en el capítulo XVI «Series» indicarcmos algunos procedi- 
mientos para encontrar las soluciones aproximadas que satisfagan 
las condiciones iniciales. 
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Por ahora demostremos un teorema que permite hallar la solu- 
ción general de una ecuación diferencial de segundo orden con coefi- 
cientes variables, si se conoce una de sus soluciones particulares. 
Este teorema puede ser útil en muchos casos, siempre y cuando se 
logre encontrar directamente o adivinar, por cualquier método, 
una solución particular. 

Teopema 7. Si se conoce una solución particular de una ecuación 
lineal homogénea de segundo orden, la búsqueda de la solución general 
se reduce a la integración de funciones. 

Demostración. Sea una solución particular conocida de la 
ecuación 

y’ + a¡y' + a 2 y = 0. 

Hallemos otra solución particular de la ecuación dada de modo 
que y t e y 2 sean linealmente independientes. Entonces, la solución 
general se expresará mediante la fórmula y = C’ij/i + C 2 y 2 , donde 
C i y C 2 son constantes arbitrarias. En virtud de la fórmula (7) 
(véase la demostración del teorema 4) sa puede escrihir: 

- • ^ “ í “■ dx 

y 2 y, — y 2 y,=Ce 


Así, para determinar y t tenemos una ecuación lineal de primer 
orden. Integrémosla de la mancra siguiente. DividamoS todos los 
términos por yj: 


y 2 y i — y 2 y, 


y\ 


1 Ce'^ a,dx 


y\ 


±(jb) = 'ce-S a ' dZ ; 

dx \ y¡/ y¡ 


de donde: 


Í „ - J o, dx 

- dx + C s . 

y~, 


Puesto que buscamos una solución particular, poniendo C 2 -=-0, 
C = 1, obtenemos: 

- $ oi ex 


y 2 = y, 


fíli: 

J y\ 


dx. 


( 10 ) 
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Ecuaciones. difercncialcx 


Es evidente, que y t e y 2 son soluciones linealmente independien- 

tes, puesto que — += const. 

V\ 

De tal modo, la solución general de la ecuación original tiene 
la forma: 

- - J o, dx 

y=C,y t + C 2 y,^- —— dx. (11) 


Ejemplo 3. Hallar la solución general de la ecuac-ión: 

(1—**) y’ — 2xy' + 2y = 0. 

Soiución. Directamente so verifica que esta ecuación tiene una solución 
particulur y , = *. Hallemos la segunda solución particuiar tal que y, 
e scan linealmeute independientes. 

Notemos que on nuestro caso a¡~— —. en virtud de la fórmula (10) 
obtenoraos: 


f 2 xdJc 
l -x* 

~x¡~ 


dx 


-s 


í» 


s 


dx 


'S^+W^mW)*— [-t+4-ISSI]- 


2 ( 1 -*) 1 2 ( 1 +*) 

Por tanto, la solución general tienc la forma: 

y = C 1 * + C 2 (-l*ln|i±í|-l) . 


§ 21. ECliACIONES LINEALES HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORüEN CON COEKICIENTES CONSTANTES 

Sea la ecuación lineal homogénea de segundo orden 

y ' + py' + qy = 0, (1) 

donde, p y q son números coustantes reaies. Según iiemos demostrado, 
para hallar la integral general de esta ecuación es suficiente encon- 
trar dos soluciones particulares linealmente independientes. 
Busquemos las solucioncs particulares en la forma 

y = e kx , donde k =const; (2) 

entonces, 

y' = ke kx \ y' = k-e kx . 

Introduciendo las expresiones obtenidas de las derivadas en 
la ecuación (1), hallamos: 

e kx (k 2 + pk + q) = 0. 
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Como e”* += 0, resulta que 

** + pk + 9 = 0. (3) 

Por consiguiente, si k satisface a la ecuación (3), e** será solu- 
ción de la ecuación (1). La (3) se llama ecuación característica respecto 
a la ecuación (1). 

La ecuación característica es una ecuación de segundo orden 
que tiene dos raíces, las cuales designamos por k, y k 2 . Entonces 



Son posibles los casos siguientes: 

I. A;, y k 2 son números reales y distintos {k, =£ k 2 ); 

II. k, y k 2 son números complejos; 

III. k, y k 2 son números reales iguales (A:, = k 2 ). 
Examinemos cada caso por separado: 

I. Las raíces de la ecuación característica son reales y distintas: 
k, k 2 . En este caso las soluciones particulares serán las funciones 

y, = e k ‘ x ; y 2 = e k '\ 

Estas soluciones son linealmente independientes, puesto que 

— =* = e ( * ,- * l>x ^feconst. 

y, e h ‘ x 

Por tanto, la integral general tiene la forma 

y = C,e k ‘ x + C 2 e k ’ x . 

Ejcmplo 1. Sea la ocuación 

l/’+ V ~ '¿I/ = 0. 

La ecuación caractcristica tiene la fonna: 

fc* + * — 2 = 0. 

Hallemos las raices de la ecuación caractcristica: 

*i. 2=* — -j- ±]/-|- + 2; fc, = l t fc 2 =— 2. 

La integral general es 

V = C.e* + 

II. Las raíces de la ecuación característica son complejas. Puesto 

que las raíces complejas son conjugadas en pares, introduzcamos 
las designacioncs: * 

Ar, = a + ¿p; k 2 = a — ¿p, 

donde: 



78 


Ecuaciones diferenciaUs 


Las soluciones particulares se pueden escribir en la forma: 
yi = e <a+,B)x ; = 


(■'*) 


Estas son funciones complejas de un argumento real que satisfa- 
cen la ecuación diferencial (1) (véase § 4, cap. VII). 

Es evidente, que si alguna función compleja del argumento real 
y = u (x) + iv (x) (5) 


satisface la ecuación ( 1 ), a esta ecuación satisfacen también las 
íunciones u (x) y v (x). 

En efecto, introduciendo la expresión (5) en la ecuación (1) 
tenemos: 


I u (x) + iv (x)r + p [u (x) + Íi* (i)]' + q \u (x) + iv (x)] = 0 
ó 

(u* + pu + qu) + i (v" + pv’ + 91 ») = 0 . 

Pero una función compleja es nula solamente en el caso en que 
las partes real e imaginaria son iguales a cero, es decir, 
u" + pu’ + qu = 0 , 
v" + pv' +qv = 0 . 


Heraos demostrado que u (x) y v (x) son soluciones de la icua- 
ción dada. 

Escribamos las soluciones complejas (4) en la forma de una suuia 
de las partes real e imaginaria: 


y, = e ax cos pz + ie ax sen px, 


y 2 = e ax cos px — ie ax sen px. 

Según lo demostrado las funciones reales siguientes serán las 
soluciones particulares de la ecuación ( 1 ): 

y , = e ax cos Px, (6 ) 

y 2 = e ax sen Px. ( 6 ") 

Las funciones y, e y 2 son linealmente independientes, puesto que: 
y, e ax cos Px 




e ax sen px 


= cotg Px+=const. 


Por tanto, la solución general de la ecuación (1) en el caso en qne 
las raíces de la ecuación característica son complejas, toma la forma: 

y = Ay, + By 2 = Ae ax cosfix + Be ax sen Px 
ó 

y = e ax (A cos px + B sen Px). (?) 

donde A y B son las constantes arbitrarias. 
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Ejemplo 2. Sea la ecuación 

V‘ + 2u' + 5¡f = 0. 

Hallar la integral general y la solución particular que satisface las condi- 
ciones iniciales: y x= , 0 =0, yj =0 = i- 
Construir la gráfica. 

Solución: 1) Escribamos la ecuación caracteristica: 

it* + 2k -f 5 = 0 , 

y encontremos sus raíces: 

*, = — 1 + 2i, k t = — 1 — 2¡. 

Por tanto, la integral general es: 

y = «"* ( A cos 2 x + B sen 2 x). 

2) Hallomos la solución particular que satisface las condiciones ini- 
ciales dadas y doterminemos los valores correspondicntes de A y B. De la 



primera condición se dcduce: 

0 = e"0 (A cos 2-0 B scn 2-0), do dondc: A = 0. 

Notemos que r/ = « _x 2/¡ cos 2z — e~ x I! sen 2z. De la segunda condi- 
ción se deduce: 1 = 2 B, 

es decir, B = -i- • 

Pues, la solución particular buscada es: 

y = -j- e~ x scn 2ar. 

[,a gráfica de la solución se muestra en la figura 267. 

III. Las raíces de la ecuarión característica son reales c iguales, 
es decir, k¡ = & 2 . Una de las soluciones particulares, a saber, 
y t — gitiX' se obtieñe en virtud de los razonamientos precedentes. 
Es preciso encontrar la segunda solución particular, linealmente 





80 


Ecuaciorus dtfercnciales 


indepeiidiente de la primera (la función e k ‘ x es idénticamente iguai 
a e*' x , por lo que no puede considerarse como segunda solución 
particular). 

Busquemos la segunda solución particular en la forma: 
y 2 = u(x)e klX . 

donde u (x) es una función desconocida a determinar. 

Derivando, encontramos: 

i / 2 = ue k,x + k,ue k,x = e k,x (u' + k,u), 

y 2 = u"e k,x + 2 k,u'e k ‘ x + k\ue k,x = e k ‘ x (u + 2k,u + k\u). 
Sustituyendo las expresiones de las derivadas en la ecuación (1), 
obtenemos: 

e h,x [u" + (2 k, + p) u + (k\ + pk, +q)u) = 0. 

Como k, es una raíz múltiple de la ecuación característica, tene- 
mos: 

k\ + pk, + q == 0 

Además, fc, = /tj=—-g- ó 2 k,= —p, 2k, + p = 0. 

Por tanto, para hallar u(x), hace falta resolver la ecuación 
e k ' x u" = 0 ó u" = 0. Integrando, obtenemos: u = Ax + B. En parti- 
cular, se puede poner /1 = 1, 2? = 0; entonces, u = x. Así, en cali- 
dad de segunda solución particular se puede tomar: 

y 2 = xe k,x . 

Esta ecuación es linealmente independiente de la primera, 

i/, 

puesto que —— = *^a const. 

y i 

Por tanto, como integral general se puede tomar Ia función: 

y = C,e k,x + C 2 xe k,x = <* ,x (C, + C&). 

Ejemplo 3. Sea la ecuación 

v' — “ 0 . 

La ecuación característica es fc* — 4fc + 4 = 0. Encontremos sus raices 
fc, = fc, = 2. La integral general es: 

y-C,«**+C,*e**. 

| 22. ECVACIONES UNEAI.ES HOMOGENEAS 
DE N - ESJMO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Examinemos una ecuación lineal h omogénea de n-ésimo orden: 

y M + u,y in ~ tí + ... + a n y = 0. (1) 
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Supongaruos que a¡, a 2 , . . son las constantes. Antes de 
indicar un método de resolver la ecuación (1) introduzcamos una 
definición que será útil más adelante. 

Definición 1. Si para todos los x del segmento [a, 6] se verifica 
la igualdad 

«p n (x) = A,tp, (x) + A 2 q> 2 (x) + ... + ( x), 

donde A¡, A z , . . A„ son constantes, de las cuales por lo menos 
una no es igual a cero, suele decirse que <p„ (z) es una combinación 
lineal de las funciones <p, (x), <p 2 (*),.. ., <p„_, (x). 

Definición 2. n funciones <p, ( x ), <p 2 (x), . . ., <p„_, (x), <p n (x) 
se llaman linealmente independientes, si ninguna de ellas puede ser 
representada como combinación lineal de las otras. 

Observación 1. De estas definiciones se deduce que si las fun- 
ciones <p, (x), <p 2 (x), .... <p n (x) son linealmente dependientes, 
entonces existen las constantes C t , C 2 , .... C n de las cuales por 
lo menos una no es igual a cero. Estas constantes son tales que para 
todos los x del segmento [a, 6] se cumple la identidad: 

C,<p, (x) + C 2 <p 2 (*)+...+ C n <p n (x) = 0. 

EJemplos: 

t. Las fuuciones ,/,=«*, y 3 =* 3e x son linealmente dependientes, 

pucsto que para C,«l, C 2 = 0, C s =—i- se verifica la identidad: 

C.^-V-CjcW+Cj^sO. 

2. Las funciones y t = 1, y 3 = *, y, = x f son linealmente indopondien- 
tes, puesto que no se puede anujar la expresión 

C,-l + C,x + Cjx* 

cualesquiera que sean C„ Ci, C¡, siempre cuando no son simultáneamente 
iguales a cero. 

3. Las funciones 

Pl—** 1 *,' V2 = * htx . Vn = e hnZ .donde * 2 . h n , • •• 

son números arbitrarios y linealmcnte independientes. (Demos esta afirmación 
sin demostración). 

Pasemos, ahora, a la solución de la ecuación (1). Para esta ecua- 
ción es válido el teorema siguiente. 

Teorema. Si las funciones y„ y z , . . ., y n son soluciones lineal- 
mente independientes de la ecuación (1), su solución general es: 

y = C t y, + C 2 y 2 + . . . + C n y n , (2) 

donde C,, . . ., C n son constantes arbitrarias. 
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Si los coeficientes de la ecuación (1) son constantes, la solución 
general se halla del mismo modo como en el caso de la ecuación 
de scgundo orden. 

1) Formemos la ecuación característica: 

fc" -f- a t k" 1 + a¡k" ~ -f- ... -f- a„ = 0. 

2) Hallemos las raíces de la ecuación caractcrística: 

kn . k n . 

3) Según el carácter de las raíces, cscribamos las soluciones 
particulares. linealmente independientes, partiendo de lo siguiente: 

a) a toda raíz real siinple lc correspoude una solución particu- 
lar e hx ; 

b) a todo par de raíces complejas conjugadas Ic' 1 ' = a + i(J 
y A: ,2> = a — ífi, corresponden dos soluciones particulares: e ax cos Px 
y e° x sen pz; 

c) a todaraíz real fc.de multiplicidad r corresponden r soluciones 
particulares linealmenle independientes: 

e 1 '*, xe'* . x r ~ l e kx ; 

d) a todo par de raíccs complejas conjugadas de multiplicidad 
p : fc* 1 ’ = a + *p, fc' 21 = a — ip, corresponden 2 p soluciones par- 
ticulares: 

e ax cos p.r, *e ax cospa:.x , ‘~‘e a *cos px, 

e ax sen p r. xe ax son Pr. x n ~ 'e" x son Px. 

E1 número de estas soluciones particulares es igual al grado 
de la ccuación característica (es decir, al orden de la ecuación dife- 
rencial dada). Se puede demostrar que estas soluciones son lineal- 
mente independientes. 

4) AI encontrar n soluciones particularcs linealmente indepen- 
dientes y¡, y 2 , . . ., y n , formemos la solución genoral de la ecua- 
ción lineai dada: 

y = CtUt + Cny^ + ... + C n y n , 
donde C t , C 2 , ■ . C n son las constantes arbitrarias. 

Ejemplo 4. Hallar Ia solución general de la ecuación 

y IV —V = 0 . 

Solurión. Formetnos la ecuación característica 

k* — 1 = 0. 

Hallemos las raices de esta ecuación 

k, = 1, k 2 = —1, k, = i, = — l. 

ba inlegral genrral es: 

y = C t e* + C 2 e~* + A cos * + B sen x, 
donde C¡, C», A, B eon constantes arbitrarias. 





Ecuaciones lincales no homogéneas de segundo orden 


83 


Obscrvación 2. De lo expuesto se deduce que toda la dificultad 
para resolver una ecuación diferencial homogénea con coeficientes 
constantes consiste en la resolución de la ecuación caracterSstica 
correspondiente. 


§ 23. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN 

Sea uha ecuación lineal no homogénea de segundo orden 

y‘ + a,y' + a 2 y = f (z). (1) 

La estructura do la solución general de tal ecuación (1) se deter- 
minará por el teorema siguicnte: 

Teorema 1. La solución general de la ecuación no homogénea ( 1) 
se representa como suma dc cualquier solución particular y * 
de esta ecuación y de la solución general y de la ecuación homogénea 
correspondiente 

«"+ Oi!/'+ a 2 y = 0 . ( 2 ) 

Dernostraeión. Es preciso demostrar que la suina 

y — y + y * (3) 

es la solución general de la ecuación (1). 

Demostremos primeramente que la función (3) es una solución 
de la ecucación (1). 

Sustituyendo la surna y + i/* en la ecuación (1), en lugar de y, 
teriemos: 


ó 


(?/ + y')" + a x ty + t/y + oa (y + /) = / (x) 


(y" +a,y+ a 2 y) + (y‘" -f a,y‘' + a 2 y ‘) = / (x). (4) 


Como y es una solución de la ecuación (2), la expresión encerrada 
en el primer paréntesis cs idénticamente igual a cero. Como y * es 
una solución de la ecuación (1), la expresión encerrada en el segundo 
paréntesis es igual a / ( x). Por tanto, la igualdad (4) es una identidad, 
quedándose demostrada la prirnera parte del teorema. 

Demostremos, ahora, que la expresión (3) es la solución general 
de la ecuación (1), es dccir, que se pueden elegir las constantes 
arbitrarias quc la integran de modo que se satisfagan las condiciones 
iniciales: 


.Vx=i„ = y 0 . 1 

í/x=x 0 = y¡>, í 


(5) 


6 * 
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cualesquiera que sean z 0 , y 0 e (sierapre y cuando z 0 se toma en el 
dominio donde las funciones a,, a 2 y / (z) son continuas). 

Notemos que y se puede escribir en la forma: 

y = C t yi -f- C'si/j, 

donde y, e y 2 son dos soluciones linealmente independientes de la 
ecuación (2); y 6\, C z son constantes arbitrarias. La ecuación (3) 
se puede presentar en la forma: 

y = Cty t + C 2 y 2 + y\ (3') 

En virtud de las condiciones (5), tenemos*): 

C i'/io + c = i/2o + y 0 — y 0 . 

C ií/io + C^y^o + y 0 — y 0 . 

De este sistema de ecuaciones es preciso determinar 6\ y C 2 . 
Escribamos el sistema eu la forma: 

t l¡/lO + t 2Í/20 — y 0 'Jn. 1 ,|j. 

C ii/m + C 2 1/20 — yo — y u . I 

Notemos que el determinante de este sistema es el Wronskiano de 
las funciones y, e y 2 cn el punto z = z 0 - Puesto que, según la hipó- 
tesis, estas funciones son linealmente independientes, el Wronskiano 
no puede ser nulo. Por consiguionte, el sistema (6) tiene una solu- 
ción bien determinada, C, y C 2 , es decir. existen los valores C, y C 2 
tales que la fórmula (3) determina la solución de la ecuación (1) 
que satisface las condiciones iniciales dadas. El teorema queda 
completamente demostrado. 

Se puede concluir, pues, que si se conoce la solución general y 
de la ecuación homogénea (2), la tarea principal durante la inte- 
gración de una ecuación no homogéuea (1) consiste en la búsqueda de 
una solución particular cualquiera y* de la última. 

Indiqueinos un método general para hallar las soluciones parti- 
culares de una ecuación no homogénea. 

Método de variarión de constantes arbitrarias. Escribamos la 
solución general de la ecuación homogénea (2): 

y = C,y, + C 2 y 2 . (7) 

Busquemos una solución particular de la ecuación no homogé- 
nea (1) en la forma (7), considerando C, y C 2 como funciones de z, 
las que es preciso determinar. 

Derivemos la igualdad (7): 

y = C,y, + C 2 y 2 + C,y, + C 2 y 2 . 

•) Aquí, v, u . Vzo, Vo, Vio, vio, VÓ' son los valores numéricos de las funciones 
v,, Vi, V*, V\, v'i, V*' cuando * = x„. 
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Elijamos las funciones C, y C 2 de modo que se verefique la 
igualdad 

Ciyi + Cd 2 = 0. ( 8 ) 

Tomando en consideración esta condición adicionat, la primera 
derivada y' toma la forma: 


y =C,y, + Czy 2 - 

Derivando esta expresión, hallamos y’: 

y = C ,y, + C 2 y 2 + C,y, + C' 2 n 2 . 

Introduciendo y, y', y" en la ecuación (1), obtenemos: 

£i¡/i + C 2 y 2 + C,y, + C 2 y 2 + a, ( C,y , + Ciy 2 ) + 

+ °2 (C,y, + C 2 y 2 ) = / (x) 
ó 

C, (y'í + a,y, + a 2 y,) + C 2 (y 2 + a,y 2 + a 2 y 2 ) + C',y, + C' 2 y 2 = / (i). 

Las expresiones encerradas eutre los dos primeros paréntesis 
se reducen a cero, puesto que y, e y 2 son las soluciones de la ecuación 
homogénea. Por consiguiente, la última ecuación toma la forma: 

C,y',+C 2 y 2 = f(x). (9) 

Así, la función (7) es una solución de la ecuación (1), no homo- 
génea, cuando las funciones C, y C 2 satisfacen al sisteina de ecua- 
ciones ( 8 ) y (9), es decir, s¡ 


C,y, + C¿y 2 = 0, C,y, + C' 2 y' 2 = f (x). 

Como el determinante de este sistema es un Wronskiano de las 
funciones linealmente independicntes y, e y 2 , éste no es nulo; por 
tanto, resolviendo el sistema, hallemos C¡ y C¡ como funciones 
determinadas de x: 


C\ = <P, (*). C 2 = <pj (x). 

Integrando tenemos: 

C,= í <p,(x)dx + C,; C 2 = J «pzWdr + Cj, 

donde C, y C 2 son las constantes de integración. 

Introduciendo las expresioncs obtenidas de C, y C 2 en la igual- 
dad (7)_hallcmos una integral dependiente de dos coñstantes arbi- 
trarias C, y C 2 , es decir, la solución general de la ecuación no homo- 
génea*). 


•) A1 hacer C, = C 2 — 0. obtendremos una solución particular de la 
ecuación (1). 
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Ejemplo. Hallar la solución general ile la ecuación 

Solución. Hallemos la solución general ile la ecuación homogénea: 

= 0 . 

Como = lenemos In y' = ln r + ln c; y'=-cx; asi: 

a = C,z*4-C 2 . 

Fara quo esta expresión sea la solución de la ecuación dada, es preciso 
determinar C, y C 2 como funcionos de x del sistema 

C¡z* + C¿f = 0, 2C¡x+Ci-0=x. 

Ilesolviendo este sistema encontramos: 

CS-4-. c * = —5***' 

de donde, por integración, obtenomos: 

C|=4j- + Í?i, C 2 =— 

Introducicndo las funciones hailadas en la fórmula p = C|i*+C 3 , ohte- 
nemos la solución goneral do una ecuación no homogénca: 

— _ -rS j-3 

lí“C,z*+Cj H—£-¡7- 

_ _ x 3 _ _ 

ó y = C,z* + C 2 +-q- . ilontle C, y C t son ronstantes arbitrarias. 

Para buscar las solucioncs particulares, se puede utilizar ol 
siguiente teoreina. 

Teorema 2. Sea una ecuación no komogénea 

y’ + a t y' + a 2 y = /, (x) + / 2 ( x) (10) 

tal que su segundo miembro es la suma de dos funciones /, (x) y f 2 (x). 
Si y { es una solución particular de la ecuación 

y" + a¡y' + a 2 y = /, (x), (11) 

e y 2 , una solución particular de la ecuación 

y’ + a,y' + a 2 y = / 2 (z), (12) 

entonces, y¡ + y 2 es una solución particular *) dc la ecuación (10). 


*) Evidentemente, el teorema correspondiente es válido para cualquier 
número de sumandos del segundo mierabro. 
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Demostración. Introduciendo la expresión y¡ + y 2 en la ecua- 
ción ( 10 ), obtenemos: 

(j/i + üí)" + a \ (y¡ + yiY + a t (yt + yY) — U (*) + /2 (x) 

ó 

(y'í + a ¡y'í + 02 </i) + (y'í + <»1 i/í + ^ 2 ) = /1 (*) + /2 (*)• (13) 

De las igualdades (11) y (12) se deduce que (13) es una identidad. 
E1 teorema queda demostrado. 

§ 24. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DE SEGUNDO ORDEN CON COEFICIENTES CONSTANTES 

Sea la ccuación diferencial 

y" + py' + qy = / (*). (1) 

donde p y q son números reales. 

En el párrafo anterior hemos dado un método general para hallar 
las soluciones de las ecuaciones no homogéneas. Si la ecuación tiene 
coeficientes constantes, a veces, es más fácil hallar una solución 
particular, sin recurrir a la integración. E.Yamiuemos algunas varian- 
tes que se utilizan para resolver la ecuación ( 1 ). 

1. Supongamos que el scgundo miembro de la ecuación (1) sea 
el producto de una función cxponencial por uu polinomio, que tiene 
la forma: 

f(z) = P n (x)e ax , (2) 

donde P n (a:) es un polinomio de n-ésimo grado. Entonces son posi- 
bles los siguientes casos particulares: 

a) E1 número a no es una raíz de la ecuación característica 

** + P* + 9 = 0. 

En este caso, es preciso hallar la solución particular en la forma: 

V = (A 0 x n + A,x + ... + A n )e ax = Q n (x) e ax . (3) 

En efecto, introduciendo y* en la ecuación (1), y reduciendo 
todos los términos por e a - x , tenemos: 

Qk (X) + (2o + p) Qn (X) + (a 2 + pa + q) Q n { x) = P n (x). (4) 

Q n (x) es un polinomio de n-ésimo grado, Q n (x) es un polinomio 
de (n — l)-ésimo grado: Q" n (x), es de (n — 2)-ésimo grado. Por 
consiguiente, a la derecha y a la izquierda del signo de igualdad 
se hallan polinomios de n-ésimo grado. Igualando los coeficientes 
de las mismas potencias de x (el número de los coeficientes descono- 
cidos es igual a n + 1 ), obtenemos un sistema de n + 1 ecuaciones 
para determinar los coeficientes A<¡, A t , A 2 , . . ., A n . 
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b) El número a es una raíz simple de la ecuación caracteristica. 

Si procuramos hallar una solución particular en la forma (3), 

obtenemos en el primer miembro de la igualdad (4) un polinomio de 
(n — 1) — ésimo grado, puesto que el coeficiente de Q n (x), es decir, 
a 2 + pa + q , es nulo y los polinomios Q' n (x) y Q’ n (x) son de grados 
inferiores a n. Por consiguiente, la igualdad (4) no puede ser una 
identidad cualesquiera que sean A a , A . . ., A n . Por esto, en el 
caso examinado busquemos la solución particular, en la forma de 
un polinomio de (n + l)-ésimo grado sin término absoluto (puesto 
que éste se elimina durante la derivación)*): y • = xQ n (x) e ax . 

c) a es una raíz doble de la ecuación característica. Entonces, 
al ser sustituida la función Q n (z) e 01 en la ecuación diferencial, 
el grado de polinomio disminuye en dos unidades. En efecto, si 
a es una raíz de la ecuación característica, tenemos: a z pa + q = 0; 
además, puesto que a es una raíz doble, tenemos 2 a = — p (según 
el teorema de álgebra elemental, la suma de las raíces de la ecuación 
de segundo grado reducida es igual al coeficiente del término desco- 
nocido de primero grado tomado con signo contrario). Por eso, 
2 a + p = 0 . 

Por consigniente, en el primer miembro de la igualdad (4) queda 
Q"„ (x), os decir, un polinomio de (n — 2)-ésimo grado. Para obte- 
ner corao resultado de la sustitución, un polinomio de /í-ésimo grado, 
es preciso buscar una solución particular en la forma de producto 
de e ai por un polinomio de (n + 2)-ésimo grado. Entonces, el tér- 
mino absoluto de este polinomio y el término de primer grado se 
eliminan durante la derivación. Por esto, se pueden omitir en la 
solución particular. 

Así, cuando a es una raíz doble de la ecuación característica, 
se puede tomar una solución particular en la forma: 

y=x?Q n (x)e a *. 

Hjcinplo 1. Ilallar la solución genurat dc la ecuación 
U" +V + 3j/ = x. 

Solución. La solución generat de la ecuación homogénea correspoudiente es: 

6 = C,e~* + C,e-«. 

Como el segundo miembro dc la ecuación no homogénea tieuc In forma 
xe«*, [es decir, la forrna P, (x) e°*l, y 0 no es raíz de la ecuación característica 
k*+4* +3 = 0, busquemos una solución particular en la forma y * — Q t (*) 
es decir, haremos: 

y* = A 0 x + A,. 

Introduciendo esta expresión en la ecuación dada, tenemos: 

4At, + 3 (Aox + A ,) = x. 

•) Notemos que todos los resultados expuestos arriba son válidos también 
cuando a es un número complejo (esto se deduce de las reglas de derivación 
de la funcióne" 1 *, donde m es un númerocomplejo arbitrario; véase § 4, cap. VII). 
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Igualando los coeiicientea de las mismas potenciaa de z, obtenemos: 


de donde: 


3y4 0 = 1, 4/l 0 + 3¿¿ - 0, 

1 . , 4 

A,= $T ' 


Por consiguiente, 



La aolución general =y-\-y* será: 

p-C 1 «-«+C í e-**+-g-*—{-• 

EJempIo 2. Hallar la solución general de la ecuación 


P'+ 9 p = (z«+ l)e««. 

Soluclón: La solución general do la ecuación homogénea se halla fácilmente: 
V = C, cos 3z + Cj sen 3z. 

E1 segundo miembro de la ecuación dada, (z* + 1) e 3 * tiene la forma: 

Pt (*) «**. 

Como el coeficiente 3 en el exponente de potcncia no es rafz de la ecuación 
característica, busquemos una aolución particular de la forma: 

V* — Qt (z) * s * Ó v* = (Az* + Bz+C)e**. 

Introduciendo esta expresión en la ecuación diferencial, tenemos: 

[9 (/lz«+ Bz+ C)+ 6 (2Az + B) + 2A + 9 (Az* + Bz + C))«s* - 
= (z* + 1) ***. 

Reduciendo ambos miembros por e 3 * e igualando los coeficientes de las 
mismas potoncias de z, obtenemos: 

18 A = 1, 12 A+ 18fl = 0, 2A + 6B + 18C = 1. 
dedonde: /1 = ^; B= ~^j' ^ = ^ • P° r coosiguiente. la solución particular es: 

'•-(4 

y la solución general, 

y = C,cos 3 z+C 2 aen 3 z f z*--z + ^-j e 31 . 


EJemplo 3. Hallar la solución de la ecuación: 

V’ - 7/ + 6p = (z - 2) e*. 

Solución. E1 segundo miembro de la ecuación tiene la forma P, (z) «>•*; 
donde el coeficiente 1 del exponente es raíz simple de un polinomio caracterís- 
tico. Por tanto, busquemos unasolución particular de la forma y* = zQ, (z) e* ó 

V* = z(Ax+ flje*; 
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poniendo esta expresión en la ecuación, tenemos: 

[(Az* + Bx) 4- (AAx f 2 B) -f 2.-1 - 7 (.-U 2 -f Bx) - 7(2 Ax + B) + 
+ B ( Ax * -f Bx) \e* = (x — 2) e* 
ó 

(—10.-U — bB -(- 2/1) e x = (x — 2) e x . 
lgualando los coeficientcs de ias mismas polencias de x oblenomos: 

- 10/1 -= 1 , — Ofl + 2/1 = 2 , 

1 9 

de donde: A =-j—, /t -^r-. I’or tanlo, la solución particuiar es: 

10 ¿o 

»•“*(--ír* + -ar) **• 

y la solución genoral: 

ymm C,e* x +Cje st +Jr (--¿, + -1-) e*. 


II. Supongamos que el segundo miembro tíen> la forma: 

1(i) = P (x) e ax cosPi + Q (x) e ax scn pi, (5) 

donde P (x) y Q (x) son polinomios. 

Se puede analizar este caso mediante el j rocedimiento usado 
nnteriormente, 'pasundo de las funciones trigonométricas a las 
exponenciales. 

Sustituyendo cos Px y sen px por sus funcioues exponenciales, 
según las fórmulas de Euler (véase § 5 cap. VII) obtenemos: 


j(x) = P(x)c a 


Jt* 


+ e 


ifix 


4 Q(x)e‘ 


JBx _ -ÍP* 
,ox c *• 


2 i 


ó 

/ (x) = [1 P (x) + i Q (x) ] e <a+, * ,x + 

Entre corchetes se encuentran los polinoinios cuyos grados 
son iguales al grado superior de P (x) y Q (x). Resulta que hemos 
obtenido el segundo miembro de la forraa tal, como en el caso I. 

Es posible demostrar (aunque lo admitamos sin demostración) 
que se pueden hallar soluciones particulares que no contengan 
números complejos. 

Por consiguiente, si el segundo miembro de la ecuación (1) 
tiene la forma 

f(x) = P (x) e ax cos Px + Q (x) e ax sen Px, 


(D 
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donde P (x) y Q (x ) son polinomios de x, la solución particular se 
determina así: 

a) si número a + ip no es una raíz de la ecuación característica, 
es preciso buscar una solución particular de la ecunción (1) en la 
forma: 

y' = U (x) e“*cos Px + V (j) e ax sen pi, (8) 

donde, U (x) y V (x) son polinomios cuyo grado es igual al grado 
superior de los polinomios P (x) y Q (x); 

b) si el número a + «P es una raíz de la ecuación característica, 
una solución particular adquiere la forma: 

y‘ = x(U (x) e ax cospz+ V (x) e ax sen Pj:]. (9) 

Para evitar errores eventuales notemos que las formas indicadas 
de las soluciones particulares (8) y (9) son válidas tambión, evidente- 
mente, cuando en el segundo miembro de la ecuación (1) uno de 
los polinomios P (x) y Q (x) es idénticamente igual a cero, es decir, 
cuando el segundo miembro cs de la forma: 

P (x) e ax coa Px ó Q(x) e ax sen Pj-. 

Consideremos, ahora, un importante caso particular. Supongamos 
que el segundo miembro de una ecuación lineal de scgundo orden es: 

/ (x) = M cos p x -f- /V sen px, (7') 

dnnde, M y N son la3 constantes. 

a) Si p¡ no es una raíz de la ecuacióu característica, busquemos 
una solución particular de la forma: 

y* — A cos p x + B sen px. (8') 

b) Si P¿ es una raíz de la ecuación característica, busquemos una 
solución particular de la forma: 

y * = x (A cos Px + D sen Px). (9') 

Notemos que la función (7') es un caso particular de la función (7) 
(P (x) — M, Q (x) = N, a = 0); las funciones (8') y (9') son casos 
particulares de las funciones (8) y (9). 

Ejemplo 4. Ilallar la intcgral general de la ecuación lineal no homogénea 
y' 4- 2y' + hy = 2 cos x. 

Soiución. La ecuación caracteristica 

fc* + 2k + 5 = 0 

tiene las raíces: /t, = — 1 4 - 2i; k t = — 1 — 2¿. Por eso, la integral goneral 
de la ecuación homogénea correspondiento es: 

~y = e~ x (C - , cos 1x + C 2 sen 2x). 
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Busquemos una solución particular de la ecuación no homogénea de la 
forma: 

y* = A cos * + B sen x, 

donde, A y B son los coeficientes constantes a determinar. Introduciendo y* 
en la ecuación dada, tenemos: 

—A cos x — B sen x + 2 (—✓! sen x -f- B cos x) + 

-f- 5 (-4 cos x + B sen x) = 2 cos x. 

Igualando los coeficientes de cos x y sen x, obtenemos dos ecuaciones para 
determinar A y B\ 

—A+2B+ 5.4 = 2; — B — 2A + 5B = 0, 

de donde 



La solución general de la ecuación dada es: y — y+y *, es decir, 
y = e~* (C¡ cos2x+C 2 sen 2x)+-i-cosxf—~ sen x. 

Kjemplo 5. Hallar La solucióu de la ecuación 
y’ + iy = cos 2 x. 

Solución. Las raícea de la ccuación caracteristica son: *, = 2i, * 2 = — 2i; 
por tanto, la solución general de la ecuación homogénea tiene la forma: 

g = C, cos 2x + C, sen 2x. 

Busquemos una solución particular dc la ecuación no homogénca de la fonua: 
y* = x (A eos 2x -f B sen 2x). 

Entonces, 

y*' ■■= 2x (—A sen 2 x + B cos 2x) + (A cos 2x + B seu 2x), 
y*' = —4x (— A cos 2x — B sen 2x) -j- 4 (—A sen 2 x + B cos 2x). 

Intioduciendo estas expiesiones de las deiivadas en la ecuación dada e 
igualando los coeficientes de cos 2x y sen 2x, obtenemos un sistoma de ecuacio- 
nes para determinar A y B: 

42? = 1; —4 A = 0, 

de donde 4 = 0; 2? = -i-. Pues, la integral genoral de )a ecuación dada cs: 

V=C t cos2x + C 2 s«n2x + -i-xsen2x. 

Ejemplo 6. Hallar la solución de la ecuación 
y" — y = 3e ,x cos x. 

Solución. E1 segundo miembro de la ecuación tiene la forma: 
f (x) = e** (M cos x + N sen x), 

siendo M = 3 y A' = 0. Las raices de la ecuación caracteristica — 1 = 0 
son: k, = 1, k, = — 1 . La solución general de la ecuación homogénea es: 

g-C t e*+C*r*. 
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Como el número ct + ¡(5 = 2+ *•! no es raiz de la ecuación caracleristica, 
busquemos una solución particular de la fonna: u* = e ,x (*4 cos x -f B sen x). 

Poniendo esta expresión en la ecuación y efectuando la reducción de los 
términos semejanles, obtenemos: 

(2*4 + 4 B) e ,x coe x + (—4*4 + 2 B) e tx sen x f= 3c 21 cos x. 
Igualando los coeficientcs de cos x y sen x, tenemos: 

2*4 + 48 = 3, -44 + 2fi =0. 

3 3 

De donde: /l=-j 7 r-; 8 = -=-. Por consiguiente, lasolución particular es: 

1U D 

¡>*= etx (-^-cos* + -|-senx) . 

y la gencral, 

V‘=C,e x + Cjf-*-fe« J ' ^-Ícosx + -^-senxJ . 

§ 25. ECUACIONES LINEALES NO HOMOGENEAS 
DF. ORDENES SUPF.RIORES 

Sea la ecuación 

y (n, -fa lí i <n -'’+ ... + a n y — f( x ). (1) 

donde. d|, a 2 , . . ., a„, / (x) son funciones continuas de x (o cons- 
tantcs). 

Supongamos que se conoce la solución general: 

!f =C t yt + Cty 2 + . . . + C n y n (2) 

de la ecuación homogénea: 

y M + a,í+ <hy (n ~ 2) +... + a n y = 0. (3) 

Igual que en el caso de la ecuación de segundo orden, para la 
ecuación (1) es válido el siguiente teorema: 

Teorema. Si y es la solución general de la ecuación homogénea (3), 
e y* es una solución partic'tlar de la ecuación no homogénea (1 ), entonces 

y = y + y* 

es la solución general de la ccuación no homogénea. 

Así, análogamente al caso de la ecuación de segundo orden, 
la integración de la ecuación (1) se reduce a la búsqueda de una solú- 
ción particular de la ecuación no homogcnea. 

Igual que para la ecuación de segundo orden, se puede encontrar 
una solución particular de la ecuación (1) por el método de la varia- 
ción de las constantes arbitrarias, suponiendo que en la expresión (2) 
C i, C 2 , . . ., C n son las funciones de x. 
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Formemos el sistema de ecuaciones (comparar § 23): 


C ,y¡ + C'a* + ... + C n y n = 0, 
C,y¡ + Í 2 I /2 + ... +C' n y'„ = 0, 


cwr 2 ) + cjr* + ... + c' n y ( "~ z) = 0 , 
cvr- ,, +rf-"+ ... +c n ¡ / ( n "- i =/( i ) 


Este sistema de ecuaciones, con funciones desconocidas C¡, 6’,, . . . 
. . ., C¡',, tiene soluciones bien determinadas. (E1 determinante de 
los coeficientes de C¡, C¡, . . ., C'„, es el Wronskiano compuesto 
por las soluciones particulares y¡, y 2 , . . ., y n de la ecuación homo- 
génen y coino, según la hipótesis, estas soluciones particulares son 
linealmente independientes, el Wronskiano es distinto de cero). 

Así, el sistema (4) puede ser resuelto respecto a las funciones 
C¡,C¡ , . . ., C n . Después de hallar estas funciones e integrarlas, 
obteuemos: 


C¡=JC\dx + Ci,C 2 =lC' z dx + C¿ ...; C n = \C n dx + C n , 

donde 6’j, C z , . . ., 6’ n son las constantes de integración. 
Demostremos que en este caso la expresión 

V * ~ C¡y¡ + C z y z + . . . + C n y n ( 5 ) 

es la solución general de la ecuación no homogénea (1). 

Derivemos n veces la expresión (5), tomando cada vez en con- 
sideración las igualdades (4); entonces tenemos: 

y =C¡yi + CfHt + C 3 y + ... -\-C n y n , 
y = C t yi + C 2 y z + C¡y¡ + ... + C n y n , 


y {n ~ l) = C¡y { r i) + cWr i, + ... +C n y ( r , \ 

y' U) = C,y[ n> + cWW+ ... +C n y (n) +Í(x). 
Multiplicando los términos de la primera ecuación por a n , los 
de la segunda, por On-j, . . ., y, finalmente, los de la penúltima 
ecuación por a, y sumando, obtenemos: 

/ < " > + a./ (n " ,5 + ... +a n y' = f(x), 

puesto que y,, y 2 , . . ., y n son las soluciones particulares de la 
ecuación homogénea y, por consiguiente, son nulas las sumas de 
los términos por columnas. 

Por consiguiente, la función y* = C,y, + . . . + C n y n Idonde 
C j, . . ., C n son las funciones de x, determinadas de las ecuacio- 
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ues (4)] es una solución de la ecuación no homogénea (1), y, coino 
la solución depende de n constantes arbitrarias C¡, C s , . . ., C„, 
ésta es también la solución general. 

E1 teorema queda demostrado. 

A veces, se puede hallar más fácil las soluciones particulares 
de una ecuación no homogénea de orden superior con coeficientes 
constantes (§ 24). Se usun siguientcs procedimientos: 

I. Supongainos que el segundo mieinbro de la ecuación dife- 
vencial sea una función f (x) = P (r) e° x , donde P (x) es un poli- 
nomio de x. Es preciso dislinguir dos casos: 

a) si a no es una raíz de )a ecuación característica, busquemos 
una solución particular do la forraa: 

U m =Q(x)e ar , 

donde Q (x) es un polinomio del mismo grado que P (x), pero con 
coeficientes indcterminados; 

b) si a es una raíz de miiltiplicidad p de la ecuación característi- 
ca, busquemos una solución particular dc la ecuación no hoinogénea 
de la forma: 

donde Q (x) es un polinomio del mismo grado que P (x). 

II. Supongamos que el scgundo miembro de la ecuación es de la 
forma: 

/ (x) - M cos |ix N sen ^x, 

donde M y N son números constantes. Entouces, la forma de la 
solución particular se define del modo siguiente: 

a) si pi no es una raíz de la ec-uación caracteríslica, la snlución 
particular es dc la forma: 

;/* = A cos §x Ii sen (ix. 

donde A y B son coeficientes constantes indeterminados; 

b) si p¿ es una raíz de la ecuación característica de multiplicidad 
p, entonces: 

y * = x“ (A cos Px + li scn Px). 

III. Sea 

/ (x) — P (x) e ax cos Px + Q (x) e ax sen Px, 
donde, P (x) y Q (x) son polinomios de x. Entonces: 

a) si a + pi no es una raíz del polinoniio caracteríslico, btisque- 
mos una solución parlicular de la forma: 

y* = U (x) e ar cos Px + V (x) e nx sen Px, 
donde U (x) y V (x) son polinomios cuyo grado cs igual al grado 
superior de los polinomios P(x) y Q (x); 
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b) si a + es una raíz de multiplicidad n del polinomio carac- 
terístico, busquemos una solución particular de la forma: 


y * = z“ I U (x) e ax cos flx V (x) e ax sen Pz], 

donde U (x) y V (x) tienen el mismo significado que en el caso a). 

Ubservación general respecto a los casos II y III. Si en el segundo 
miembro de la ecuación se halla una expresión que contenga sólo 
cos fiz ó sen pz, es preciso buscar una solución de la forma indicada 
arriba, es decir, con un seno y un coseno. En otras palabras, del 
hecho de que el segundo miembro no contenga cos fix ó sen pz de 
ninguna manera se deduce que la solución particular de la ecuación 
no contiene estas funciones. Podemos convencernos de lo último, 
examinando los ejemplos 4, 5, 6 del párrafo anterior, así como el 
ejemplo 2 del párrafo presente. 

Ejemplo 1. Hallar la solución gener.il de la ecuación 

r IV —+ 

Solución. Las raíces de la ecuación característica k* — 1 = 0 son: 

* i = 1. kj = —í, k, = !,**= —1. 

Hallemos la solución general de la ecuación homogénea (véase el ejem- 

plo 4 § 22): 

g = C¡e x + C¡e- x + C 3 cos x + C, sen z. 

Busquemos una solución particular de la ecuación no homogénea de la forma: 
p* = Aq** + A¡x * + A 2 z + A 3 . 

Derivando y* cuatro veces e introduciendo las expresiones obtenidas en 
la ecuación dada, tonemos: 

—A* i* — A¡z x — ^lji — A, = «* -j- 1. 

Igualemos los cocficientes de las mismas poteucias do x: 

—A„ = i\ —A¡ = 0\ — A t = 0\ —A 3 = 1. 

Por tanto, 

r*= —**—1. 

Hallemos la integral general de la ecuación no homogénea según la fór- 
mula: y = g + y», es decir, 

V = C¡e x + C 3 e' z +C 3 cos z + C t sen z — z* —1. 

Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 

r IV —V = 5 cos *. 

Soiución. Las raices de la ecuación caracteristica k* — 1=0 son: *, = 1, 
k, = —1, k, = l, * t = — I. Por tanto, la solución general de la ecuación 
homogénea corrcspondiente es: 

g^C^ + Cze-^+C ,cos * + sen x. 
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Luego, el seguudo micmbro de la ecuación no bomogénea dada tiene la 
forma: 

/ (x) = M cos x+N sen x, 

donde M = 5, N = 0. 

Como i es una raíz simple de la ecuación caracteristica, busquemos una 
solución particular de la forma: 

y* = x (.4 cos i + B sen x). 

Introduciendo esta expresión en la ecuación, hallamos: 


de donde 


ó, -4 = 0, fl=—. 


44 sen x — 4 B cos z = 5 cos x, 
4,4 = 0, -4B = 5, 


La solución parlicular de la ecuación difercncial dada es, entonces: 


!/•= — -j- x son x. 


y la solución general es: 


¡/^C^+Cje'^+Cjcosi+C^senx—xsonx. 


§ 26. ECUACION DIFERENCIAL I)E OSCILACIONES MECANICAS 

E1 objcto del párrafo preseate y de los siguicntes es el estudio 
de un problema de la raecánica aplicada con ayuda de las ccuaciones 
diferenciales lineales. 

Supongamos que una carga de masa Q reposa sobre un resorte 
elástico (fig. 268). Designemos por y la desviación de la carga de 



su posición de equilibrio. Consideremos la desviación hacia abajo 
como positiva y hacia arriba, como negativa. En la posición de 
equilibrio la fuerza del peso es compensada por la elasticidad del 
resorte. Supongamos que la fuerza que tiende a volver la carga a la 


7-536 
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posición de equilibrio, llamada elástica, sea proporcional a la desvia- 
ción, esdecir, lafuerzaelásticaesigual a— ky , dondefc es una magnitud 
constante para el resorte dado (así llaraada «rigidez del resorte»)*). 

Supongamos que al movimiento de la carga Q se opone una fuerza 
de resistencia proporcional a ia velocidad del movimiento do la 



Fig. 2C9 


carga respecto al punto más bajo del resorte, es decir: una 

fuerza — h) = —donde k = const>0 (amortiguador). Forme- 
al 

mos la ecuación diferencial del movimiento de la carga sobre el 
resorte. En virtud de la segunda ley de Newton tenemos: 


(aquí, k y X son números positivos). Hemos obtenido una ecuación 
diferencial lineal homogénea de segundo orden con coeficientes 
constantes. 

Escribámosla en la forma: 

£+,*+„_* <n 

donde 



Supongamos, ahora, que el punto inferior del resorte efectúa 
movimientos verticales según la ley z = <p (f). Este fenómeno puede 
tener lugar, por ejemplo, cuando el extremo inferior del resorte está 
fijado a un rodillo que junto con el resorte y la carga se mueve a lo 
largo de un camino de relieve desigual (fig. 269). 


•) Los resortes cuya fuerza elástica es proporcional a la deformación se 
laman resortes con «característica Jineal*. 
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En este caso la fuerza elástica no es igual a — ky, sino a 
—k |y <p (/)); la fuerza de resistencia será — k I y' + <p' (01» 
y en lugar de la ecuación (i) oblenemos la ecuación: 

C>4f + X-^-+/ry=-*«p(f)-XV(í) (2) 

dV dt 

6 

"$- +p 4r + w==/(í) - w 

dt~ dt 

dobde: 

.... A-<p (l) + Xcp' (t) 


Hemos obtenido una ecuación diferencial no homogénea de 
segundo orden. 

La ecuación (l') sc llama ecuación dc las oscilaciones iiíires; 
la (2'), de las oscilaciones / orzadas. 


§ 27. OSCILACIONES 1.IHRES 

Examinemos primero la ccuación de las oscilaciones libres 

y' + py' + qy = 0. 

Escribamos la ecuación característica correspondiente: 
k* + pk + q *» 0, 

y hallemos sus raíces: 



reales negativos. La solución general se expresa mediante funciones 
exponenciales: 

y = C i e , " , + C i e h - , (k,<0. k 2 <0). (1) 

De esta fórmula se deduce que cualesquiera que sean las condi- 
ciones iniciales, la desviación y tiende asintóticamente a cero, 
cuando t -*■ co. En el caso dado no habrán oscilaciones, puesto que 
las fuerzas de frenado son grandes en comparación con el coeficicnte 
dc rigidez k del resorte. 


7 * 
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2) Sea = entonces la raíz k¡ equivale a k¡ y ambas son 
iguales al número negativo — . Por tanto, la solución general es: 


n< 


y = C,e * +C 2 le * =(C, + C 2 l)e *. 


( 2 ) 


Aquí la desviación también tiende a cero para t -*■ oo, sin embargo, 
con menor velocidad que en el caso anterior (merced a ia presencia 
del factor í7i + C 2 t). 



3) Sea p = 0, es decir, supongamos que no hay fuerza de frenado. 
La ecuación característica tiene la forma: 

k' + q = 0. 

y sus raíces son: fc, = p¡; k 2 = — fi¿, donde p = Vq. 

La solución general es: 

y = Ct cos pf + C 2 sen pí (3) 

Sustituyamos en la última fórmula las constantes arbitrarias 
C\ y C 2 por otras A y q>o ligadas con C t y C 2 por las relaciones: 

C\ = A sen q) 0 , C 2 = A cos q> 0 . 

Las constantes A y q> 0 en función de C\ y C 2 se determinan así: 

A=VC\ + C\, q> 0 = arctg^-\ 

Introduciendo los valores de C\ y C 2 en la fórmula (3), obtenemos: 
y = A sen q> 0 cos [Jf + A cos q> 0 sen 
ó 

y = A sen (0í + q> 0 ). (3') 

Estas oscilaciones se Ilaman armónicas. Las curvas integrales 
son las sinusoides. E1 intervalo de tiempo T, durante el cual el 
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argumento del seno varía en 2n, se llama período de oscilaciones; 

en nuestro caso T = . E1 número de oscilaciones durante 

P 

el tiempo 2n se llama frecuencia de oscilaciones. En el caso dado 
la frecuencia es igual a p. La constante A que es la desviación máxima 



a partir de la posición de equilibrio se llama amplitud do movi- 
miento oscilatorio y cp 0 es la fase inicial. La gráfica de la función (3') 
se da en la figura 270. 

4) Sea p^O y j-<q. 

En este caso las raíces de la ecuación característica son los núme- 
ros complejos: 

k { = a + ip, k 2 = a — ip, 

donde 

n-y^í. 

La integral general tiene la forma: 


(C) cospi-f-C 2 senpí) 

(4) 

Ae al sen (Pí+ ip 0 ). 

(4*) 


Como amplitud estamos obligados a tomar la magnitud Ae a ' 
que depende del tiempo. Como a < 0, la magnitud tiende a cero 
cuando / —*■ oo, es decir, en este caso, se trata de oscilaciones amor- 
tiguadas. La gráfica de estas oscilaciones se da en la figura 271. 
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§ 28. OSCILACIONES FORZADAS 
La ecuación de las oscilaciones forzadas tiene la forma: 
y' + py' + 9 ¡/ = / ( 0 - 

Analicemos el importante caso práctico, cuando la fuerza pertur- 
badora externa está representada por la función periódica 

/ (0 = a sen ü>t; 

entonces, Ia ecuación toma la forma 

y’ + py' + qy = a sen toí. (1) 

pZ 

1) Supongamos al principio que 0 y < q, es decir, las 

raíces de la ecuación característica son los números complejos 
a ± ¿p. En este caso (véase fórmulas (4) y (4') § 27), la solución 
general de la ccuación homogénea tiene la forma: 


y= Ae a ' sen (pí -)- tp 0 ). 


( 2 ) 


Busquemos una solución particular dc la ecuación no homogénea 
de la forina: 

y* = A/ cos o )t + A' sen w t. (3) 

Introduciendo esta expresión de y* en la ecuación diferencial 
original, encontramos los valores de M y N: 


M - 


—piúa 


(q — o» 2 ) 2 + p 2 tú 2 ' 


N = 


(q — co 2 ) a 


(q— <u 2 ) 2 +p"(u 


2..Z‘ 


Antes de inlroducir los valores hallados Ac M y N en la igual- 
dad (3), introduzcamos las nuevas constantes .4* y q>*, haciendo 


M = A* sen ip*, N = A* cos tp*. 


es decir, 


a* = Vm 2 + n 2 = 


V(q — (ú 2 ) 2 + p z (ú 2 


. M 

tg«T =-• 


Entonces, la solución particular de la ecuación no liomogénea 
se puede escribir en la forma 

y* = Á* sen <p* cos oit + A* cos <p* sen m t = A* sen (<o t + ip*), 
o, en definitiva, 

sen {< ot + cp*). 


V(q— <ú 2 ) 2 +p 2 (ú 
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La integral general de la ecuación (1) es igual a y = y + y*, 
es decir, 

y = Aé x> sen (P¿ -f- tp 0 ) H—-= * =sen (cot + tp*). 

V(g-co 2 ) l + pV 

E1 primer término de la suma que se encuentra en el segundo 
miembro (la solución de la ecuación homogónea) representa las 
oscilaciones amortiguadas. Este término disminuye al crecer /, 
y, por tanto, dentro de cierto intervalo de tiempo, el segundo miem- 
bro adquiere el valor principal, que determina las oscilaciones 
forzadas. La frecuencia w de estas oscilaciones es igual a la frecuen- 
cia de la fuerza externa / (/); la amplitud de las oscilaciones forzadas 
es tanto mayor, cuanto mcuor es p y cuanto más se acerque w s a q. 

Analicemos más detalladamente cómo la amplitud de las osci- 
laciones forzadas depende de la frecuencia w, para diferentes valo- 
res de p. Designemos por D (w) la amplitud de las oscilaciones 
forzadas: 


L/ IUII - — - -= =^ . 

V(g-«V+pV 

Hagamos q = PJ (para p = 0; Pi seria igual a la frecuencia de 
las oscilaciones propias). Entonces tenemos: 

V(Pí — w 2 ) 2 + p'w 2 pZ 


Introduzcamos las designaciones: 



w , p 

P. 1 P. _V ’ 

donde, X es la razón de la frecuencia de la fuerza perturbadora a la 
frecuencia de las oscilaciones librcs del sistema; la constante X 
no depende de la fuerza perturbadora. La magnitud de la amplitud 
se expresa entonces por la fórmula: 


\r.i - - - - . l‘ii 

Pí V(1 — X 2 ) 2 + Y*X 2 

Hallemos el máximo de esta función. Este corresponderá eviden- 
temente al valor de X, para el cual el cuadrado del denominador 
sea mínimo. Pero el inínimo de la función 


V(i — x 2 ) 2 + y 2 x 2 


(5) 
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se alcanza cuando 



y es igual a 

yV^Í- 

Por tanto, la magnitud máxima de la amplitud es igual a 



Las gráficas de la función ü (k) para diferentes valores de y, 
se dan en la figura 272 (para concretar las ideas, al construir las 



gráficas, hagamos: a = 1, pi = í)- Estas curvas se llaman curvas 
de resonancia. 
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De la fórmula (5) se deduce que para y pequeñ8S el valor máximo 
de la amplitud se alcanza cuando los valores de X son próximos a la 
unidad, es decir, cuando la frecuencia de la fuerza externa es pró- 
xima a la de oscilaciones libres. Si y = 0 (por tanto, p = 0), es 
decir, s¡ no existe resistencia al movimiento, la amplitud de las 
oscilaciones forzadas crece indefinidamente cuando X-*-1, es decir, 
para co -*■ pi = V q: 

lím D (X) = oo. 

*-»i 

(v=o) 

Cuando o> 2 = q, tiene lugar el fenómeno de resonancia. 

2) Supongamos ahora que p = 0, es decir, examinemos la ecua- 
ción de oscilaciones elásticas sin resistencia, en presencia de una 
fuerza externa periódica: 

y" 4 qy = a sen w t. (G) 

La solución general de la ecuación homogénea es: 
y = C, cos pí -|- C t sen p/ (P J = q). 

Si p w, es decir, si la frecuencia de la fuerza externa no es 
igual a la frecuencia de las oscilaciones propias la solución particu- 
lar de la ecuación no liomogénea se escribe en la forma: 

y * = M cos o)í 4 N sen ioí. 

Poniendo esta expresión en la ecuación de partida, hallamos 

M = 0, A r = — 

q — O) 

La solución gencral es: 

y = A sen (P/ 4- q 0 ) -|-—- sen coi. 

q — ü) 

Así, el movimiento se obtiene como resultado de Ia superposi- 
ción de las oscilaciones propias dc frecuencia p y de Ias oscilaciones 
forzadas de frecueneia io. 

Si p = o), es decir, la frecuencia de las oscilaciones propias 
coincidb con la frecuencia de la fuerza externa, la función (3) no es 
solución de la ecuación (6). En este caso, en virtud de los resultados 
del § 24, busquemos una solución particular de la forma 

y* = i (M cos ioI 4 N sen utt). (7) 
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lnlruduciendu esla e.xpresión en la ecuación. encontremos M y N: 

M = - — ; A' = (J. 

2(i> 

For tanto: 

a 

y* = — 2P 1 c,,s 0>í - 
La solución gcneral es de la 
forma: 

ij = A sen (p< + M‘o) -— t cos P<. 

2o> 

El segundo tcrrnino del segundo 
miemhro muestra que, cn este caso, 
la amplitud de las oscilaciones 
crece indcfjnidamente cuando cl 
tiempo t crece de la misma mancia 
(t oo). Este feuónieno que tiene 
lugar cuando la frecucncia de las 
propias oscilaciones del sislcma 
coincide con la frecuencia de la 
fuerza externa, se llama resoiiancia. 

La gráfica de la función y* está 
dada en la figura 273. 

§ 29. SISTEMAS 

I)E ECUACIONES DIFERE NCIA LES ORDINARIAS 

Durantc la resolución de un gran número de problemas se nece- 
sita hallar las funciones y, = y, ( x), y 2 = y 2 {x)< ■ ■ ■ Vn = Vn (*), 
que satisfagan a un sisteina de ecuaciones diferenciales bajo la 
condición dc que estas ecuaciones contienen el argumento x, las 
funciones desconocidas y,, y 2 , .... y„ y sus derivadas. 
Examinemos el sisteraa dc ecuaciones dc primer ordcn: 

= y„ yz . <jn), 

dx 

= h (*. y„ í/2. y n ). 

ax 



= /»(*. i/i. ¡/2. y n ), 

dx 


(1) 
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donde y u y 2 , . . ., y n son las funciones desconocidas, y x es el 
argumento. 

Un sistema que tiene en los primeros miembros de las ecuaciones 
las derivadas de primer orden y en los segundos miembros no las 
tiene se llama sistema normal. 

Integrar este sistema significa determinar las funciones y t , y 2 , .. . 
■ . ., y n , que satisfagan al sistema (1) de ecuaciones y a las condi- 
ciones iniciales dadas: 


(y i)*=*o — y 10» (í/í)*"», — ¡/20» • • •» (yn)x=x 0 — y (2) 

La integración del sistema de la forma (1) se realiza del modo 
siguiente. 

Derivemos la primera de las ecuaciones (1) respecto a x: 

<fy\ _ <>í\ ^ Oft dy | t ^ df, dy n 
dx ¿ dx dy, dx dy n dx 


Sustituyendo las derivadas , •■■ por sus expre- 


siones respectivas /„ f 2 , 

d 2 y, 
dx* 


f n de las ecuaciones (1) obteneinos: 

= F2 (x. y, . y„). 


Derivando la ecuación oblenida y procediendo de la misma 
manera hallamos: 

= F 3 (x, y,, y t . y„). 

Continuando así, obtenemos en definitiva, una ecuación 
d"y, 

—^- = F n (x, . ,. y n ). 


<?y, 

dx 3 


De este modo hemos obtenido el sistema siguiente: 

dy, 


=/i(*. . yn), 

dx 


<?y, 

dx l 


= F z (x, . .. 


d"y, 

dx" 


= F n (x. . y »»)• 


(3) 
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De las primeras n —1 ecuaciones determinemos y 2 , y 3 ... y„ 
expresándolas en función de x, y¡ y las derivadas , .. 


^yj . 
dx n -' ' 


y 2 = <pi (x, y„ y\. 
y 3 = <Pa ( x , üu y\. 


y'r\ 

y ( r'\ 


y„ = <tn(x, y„ y\. 


y'r'\ 


(4) 


Poniendo estas expresiones en la última ecuación del siste- 
ma (3), obtenemos una ecuación de n — ésimo orden pura hallar y,: 


4t-=®(*. «<•«' . 

dx 


(5) 


Resolviendo esta ecuación, determinemos y t : 

y, = ip, (x. C„ C 2 , . . ., C„). (6) 

Derivando esta expresión n —1 veces hallemos las dcrivadas 

-$i, , ..., n y ! como funciones de x, C„ C 2 , .... C„. 

dx dx' dr n 1 


Sustituyendo estas funciones en (4), delerminemos y 2 , y 3 , .... y„: 


¡/ 2 =rp, (x, C„ C 2 . C„), 1 

.. [ < 7 > 

J/n—'l’n ( x , C„ C 2 , .... C„). ) 

Para que la solución obtenida satisfaga a las condiciones ini- 
ciales dadas (2), es suficiente determinar de las ecuaciones (6) y (7) 
los valores correspondientes de las constantes C,, C 2 , . . ., C„ 
(como hemos hecho en el caso de una sola ecuación diferencial). 

Observación 1. Si el sistema (1) es lineal respecto a las funcio- 
nes desconocidas, la ecuación (5) será también lineal. 

Ejemplo i. Integrar el sistema: 

£ = v + z + x . |i=_4!,_3í + 2x (a) 

con las condiciones iniciales: 

(y)r=0 = 1 ' ( z )r-0=°- 


(b) 
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Solución: 

1) Derivando la primera ecuación respecto a x, tenemos: 




Í*+ *.+ !. 

dx + dz T 


Sustituyendo aquí las expresiones -jj 
nes (a), obtenemos: 



tomadas de las ecuacio- 


ó 


d 2 y 


(!/ + * + *) + (—óy—3x + 2x) + 1 


d 2 y 
dx ¿ 


— 3p — 2* + 3* + l. 


(c) 


2) De la primera ecuación del sistema (a) hallamos: 

dy 

l = -JL-y- x 

y, haciendo la sustitución en la ecuación (c), obtenemos: 

S=- 3 "- 2 (l7+ 3l+1 

■5^ +2 77 +i '“ 5i+1 - 

La solución general de la última ccuación es: 

y = {C t + C 2 z) e" x + 5x — 9 

y en virtud de (d): 

j = (C 2 — 2C, - 2C 2 x) í 1 - 6x +14. 


(d) 


(•) 

(0 

(g) 


Elijamos las constantes C t y C 2 de manera que se satisfagan las condi- 
ciones iniciales (b): 

(y) x~*o ~ f 1 (*)jf=o = ®' 

Entonces de las igualdades (f) y (g) se deduce: 

1 =C, — 9; 0 =C 2 —2C,+14, 


de donde: C, = 10; C 2 = 6. 

Por consiguiente, la solución que satisface a las ecuaciones iniciales 
dadas (b) toma la forma: 

y=(10 + 6x)e * + 5x— 9, 2 = ( —14 —12 x) e~ x — 6x+14. 

Observación (2). En los razonamientos expuestos hemos supues- 
to que es posible determinar las funciones y 2 , y 3 , ... y n de las 
primeras (n — 1) ecuaciones del sistema (3). Pero, puede ocurrir 
que las variables y 2 , ... y n se eliminan del número menor que 
de n ecuaciones. Entonces para determinar y obtenemos una ecua- 
ción de orden inferior a n. 
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Ecuaciones diferenciales 


Ejemplo 2. Inlegrar el sistema: 

dx dy . dz 

ir =*+*; -3 r -*+*- 

Solución. Derivando la primera ecuación respecto a I, hallamos: 

•S- =r -S-+# =(ar+i)+(;r+í ' )i S- te+ »+- 

Eliminando las variables y y z de las ecuacioncs 

d*x 


dx 

-dt- V + V ' -BT 


= 2r + s, + z. 


obtenemos una ecuación de scgundo orden respecto a z: 

f£._£_ 2x „, 0 . 

dl J dí 

Integrándo esta ecuación obtenemos su solución general: 

r = t>-' + C 2 c*', (a) 

de donde hallamos: 

Íf.= _C |e -l+2C 2 e*' y lt~gf--*«-C 1 «-'+2C 2 e*'-*. (P) 

Poniendo las expresiones halladas para r e ;/ cn la tercera ecuación del 
sistema dado, obtenemos una ecuación que permite delerminar 2 : 

£ + ‘= 3C **'- 

Integrandn esta ccuación, hallamos 

*=c 3 «-«+Cje*'. (y) 

Pero, entonces, en virtud de las ecuaciones (P) oblenemos 

V=-(C| + C,) c-'+fV*'. (6) 

Las ecuacioncs (a), (ó) y (y) dan la solución general del sistema propuesto. 


Las ecuaciones diferenciales de un sistema pueden contener 
las derivadas de órdenes superiores. En este caso se fornia el 
sistema de las ecuaciones diferenciales de órdenes superiores. 

Asi, por ejemplo, ol problema del movimiento de un punto material bajo 
la acción de la fuerza F se reduce a uii sistcma de tres ecuaciones diferenciales 
de segundo ordon. Sean F x , F,, F, las proyccciones de la fuerza F sobre los 
ejes de coordenadas. La posición del punto en cada instantc t sc detcrmina 
por sus coordenadas x, y, 1 . Por consiguiente, x, y, z, son funciones de t. Las 
proyecciones del vector de la velocidad del punto material sobre los ejes de 
coordonadas scran: 

dx dy dz 
dt ' ~dT' dl 


Supongamos que la fuerza F y, por consiguiente, sus proyecciones F x , 
F v , F, dependen del tiempo t, las posiciones x, y, z del punto y de la velo- 

cidad de su movimiento, es decir -4^-, . 

dt dt ' dl 
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Las funciones buscadas en este problcma son: 

* = * ( 0 . V = V ( 0 . * = * ( 0 - 

Estas funciones se determinan a partir de las ecuaciones de la dimimica 
(ley de Newton): 


d 2 z 


dz 

dy 

dz \ 



t, z, y, z, 

”57’ 

dt ’ 

dt J ’ 


d 2 y „ / 


dx 

dy 



m -dW= f y[ 

t, x, y, z. 

dt 1 

dt ’ 

dt ) ’ 

(8) 

d 2 z „ 


dx 

dy 




t, x, y, z. 

dt • 

dt ’ 

dl) - 



Hemos obtenido un sistema de tres ecuaciones diferenciales de segundo 
orden. Si el movimiento es plano, es decir, si la trayectoria es una curva plana 
(que yace, por ejemplo, en el plano 0 xy), obtenemos un sistcma de dos ecuacio- 
nes para determiuar las funciones z (t) e y {!): 


d 2 z f ( 

dx 

dy \ 

(9) 

m -dfi- F *[ 

t, x, y, — , 

dt ) ’ 

„ d 2 y ( 


dy \ 

(10) 


t, X. 

dt J ‘ 


Se puede resolver un sistcma de ecuaciones diferenciales do órdenes supe- 
riores, reduciéndolo a un sistema de ecuacioncs dc primer orden, Utilizando, 
por ejemplo, las ecuaciones (9) y (10), mostremos el método de la rcsolución. 
Introduzcamos las designaciones: 


Entonces: 




d 2 r du d 2 y _ dt' 

dt 2 — dl ’ dl 2 ~ ~di ’ 


E1 sistema de dos ecuaciones (9) y (10) de segundo orden con dos funcio- 
ncs x (t) e y (t) desconocidas se sustituye por un sistema dc cuatro ocuuciones 
de primer ordcn con cuatro funciones desconocidas x, y, u, v: 





fx (l, x, V, «> v). 


m—=F u (I, z, y, u. v). 

Notemos en conclusión, que este método gencral para solucionar los siste- 
mas de ecuaciones diferenciales se puede reemplazar, en algunos casos concre- 
tos, por uno u otro proccdimienlo artificial que conduce más rápidamenle al 
objetivo. 


Ejemplo 3. Hallar la solución general del sistema de ecuaciones diferen- 
ciales. 

dty d*z 

d72" Z ’ d7í = ! '- 
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Ecuaciorus difcrcnciales 


Solución. Derivemos ambos miembros de la primera ecuación dos veces 
consecutivas respecto a x: 

d*y d 2 ¡ 
dx* ~ dxi - 


Poro, -^- = y, P or consiguiente, obtenemos la ecuación de cuarto orden: 



Integrando esta ecuación, obtenemos su solución general (véase § 22, 
ejemplo 4, cap. XIII, tomo II). 

y^C^+Cze-^+Cj cos z + C 4 sen r. 

Hallando de osta ecuación y sustituyendo esta expresión en la pri- 

inora ocuación determinamos i: 

i =i C je*+C^e' 1 —C 3 cos x—C 4 sen x. 


§ 30. SISTEMAS 

DE ECUACIONES DIFERENCIALES LINEALES 
CON COEFICIE NTES CONSTANTES 

Supongamos que tenemos un sistema de ecuaciones diferenciales 


d*¡ 

dt 

dx 2 


dt 


■■ a M a:, + a l2 x 2 + 
: a 2 ,x, + az.x 2 + 


■ • + 

-ha 2n x„, 


dx n 

dt 


= a n ,x¡ + a n2 x 2 + ... +a nn x n . 


( 1 ) 


donde los coeficientes a,j son constantes. Además, t os el argumento; 
x , (t), x 2 (t), (t) son las funciones desconocidas. E1 siste- 

ma (1) se llanta sistema de ecuaciones diferenciales lineales homo- 
géneas con coeficicntes constantes. 

Como hemos indicado en el párrafo anterior se puede resolver 
este sistema, reduciéndolo a una ecuación de orden n, la cual, en el 
caso concreto dado será lineal (véase la observación 1 del párrafo 
anterior). Sin embargo, se puede resolver el sistema (1) por otro 
método, sin reducirlo a la ecuación de n-ésimo orden. Este método 
permite analizar, de manera más ilustrativa, el caracter de las solu- 
ciones. 
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Busquemos una solución particular del sistema en la forma 
siguiente: 

x, = a,e*', i 2 = a 2 e Á ', . . x n = a n e*'. (2) 

Es preciso determinar las constantes ai, a 2 , .... a„ y k de 
modo que las funciones a t e kl , a 2 e kl , .... a n e kl satisfagan el sistema 
de ecuacionos (1). Sustituyéndolas en el sistema (1), obtenemos: 

ka i e kl = (anai a i2 a 2 + ... + a ln a„) e kl , 

ka 2 e kt = (a 21 a, + n 2? a 2 + ... + a : „a„) e k> , 

ka n e kt = (a,, ,a, + u n2 ci 2 + ... + a nn a n ) e* 1 . 

Simplificamos por e*'. Trnnsponiendo todos los términos a un lado 
y reuniendo los coeficientes de a,, a 2 , . . ., a„ obteneraos el sistema 
de ecuaciones: 

(aii — k) a, + a t2 a 2 + ... +a, n a n = 0, 

° 2 í a i + ("22 — k) a 2 + ... + a 2n a n = 0, 


c m a i + a n 2 a 2 + ... + (a nn — k) a,, = 0. 

Elijamos u,, a 2 , . . ., a„ y k tales que se satisfagn el sistema (3). 
Es un sistema de las ecuaciones algebraicas liueales respecto a 
u,, a 2 , . . ., a n . Formemos el determinante del sislerna (3): 

o„ — k a , 2 ... a, n 

A (k) — a -z — k ... ü,„ 


1 «m "n: k) 

Si k es tal que el determinanlc A se diferencia de cero, cl sistema (3) 
tiene sólo las soluciones nulas: a, = a 2 = ... =--a n 0, y, por 

lanto, las fórmulas (2) nos dan solamente las solncioues triviales: 
x, ( t ) = x 2 (t) = ... ~ r n ( I) s 0. 

Por consiguiente, obtenemos las soluciones no triviales (2) sólo 
para tales k que reducen el detenninante (4) a cero. Así llegamos 
a la ecuación de «-ésimo orderi para determinar k: 

a„ — k n,3 ... a, n 

. 0; .'. J \\ ="- ( 5 ) 

a«, a, l2 



(■'0 



h-530 


• • • a nn k 
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Ecuacionts diferenciatrs 


Esta ecuación se llama ecuación característica para el siste- 
ma (1), y sus raíces se llaman raíces de la ecuación característica. 

Examinemos algunos casos eventuales: 

I. Las raíces de la ecuación característica son rcales y diferentes. 
Designamos por k u k 2 , . . ., k n las raíces de la ecuación caracte- 
rística. Escribimos el sistema (3) para cada raíz k, y determinamos 
los coeficientes. 


„10 

«I . 


<*2 . 


a 


io 

n • 


Se puede demostrar que uno de los coeficientes es arbitrario; puede ser 
igual a 1. De este modo obtenemos: 

para la ráiz k t , la solución del sistema (1) es 


x, = a, e , x„ = a 2 e . .... x„ =a„e ' ; 

para la raiz k 2 , la solución del sistema (1) es 

(2) _ <2) fc.í _<2) __ <2) fc;í J» _ _<2) fcjí. 

x { =a t e ■ , x 2 = a 2 e . i „ = a„ e , 


para la raiz k n la solución del sislema (1) cs 


j»> 


f n) 


Mcdiante la sustitución dirccta en las ccuaciones convencemos 
de que el sistema de funciones 


x, = C 1 a?V* ,< + e hlt + ... +C n a\*V"', 
x 3 = CfgV'* + C^Pe'" + ...+ C n aí n V'n‘. 


x n =C,a„e -f-C 2 a„e- + ... +c„a„e '‘, 


donde C t , C 2 , ■ . ., C n son constantes arbitrarias, también es la 
solución del sistema de ecuaciones diferenciales (1). Esta es la solu- 
ción general del sistema (1). 

Es fácil demostrar que se puede hallar tales valores de las cons- 
tantes para los cuales la solución satisfaga a las condiciones ini- 
ciales dadas. 


Ejemplo 1. Hallar la solución general del sistema do ecuaciones 
~C = 2x t + 2T 2 , -^•»»,-¡-3; r 2 . 


Solución. Formemos la ecuación característica: 







Sistemas de ecuaciones diferenciales lineales 


ó k *—5fr + 4 = 0. Hallamos sus ralces: 

*l = l. *2 = 4- 

Buscamos la solución dcl sislcma cn la forma: 

xj» = aj l, c', xj» = aj»í‘ 

^ xj» = aj» t ‘', xjf^oj*’* 4 '. 

Formemos el sistcma (3) para la ra ¡2 *( = 1 y determinemos aj» y aj»: 

(2-l)aJ»+2ai»=0, 1 
1aJ» + (3 — 1) aj»=0 J 
ó 

aj» + 2aj» = 0, 
aj»+2aj»— 0. 

do donde: aj» = —J-ctJ». Poniendo aj» = 1, obtenemos: aj» = ——. Así 
hemos ohtenido la solurión del sistcma: 

xj» = c'. xj»=-ic'. 

Formemos, ahorn, cl sislcma (3) para la raíi * 2 -= 4 y determinemos aj* 1 
y aj*’: 

—2aJ*' + 2aJ*>=0, 
aj*'-2aj*'=0, 

de donde: ai , ' = aJ ,, y aj*’ = 1, aj*' = 1. Obtcnemos pnes, la scgunda solución 
dcl sistema: 

xj*' = e«', xj» = r«'. 

La solución general del sistema será (véasc (6)]: 

xt = <V + ey«', 

r 2— — 5 - Cjc' + Cjc 4 '. 

II. Las raíces de la ecuación característica son distintas, pero 
incluyen raíces complejas. Supongamos que entre las raíces de la 
ecuación característica hay dos rafces complejas conjugadas: 

k, = a + ip, k z — a — ¿p. 

A estas raíces corresponden las solttcioncs: 


xj =a, e (;= 1 . 2 . n ), 

( 2 ) (2) (a—IB>' /¿ i n \ 

x, =a, e (; = 1, 2.n> 
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Ecuaciones dlfcrenclalts 


Los coeficientes a$ 11 y aj” se determinan del sistema de ecuacio- 
nes (3). 

Igual que en § 21 (cap. XIII), se puede mostrar que las partes 
real e imaginaria de la solución compleja son también soluciones. 
De esta inanera obtenemos dos soluciones particulares: 

x'f = c'-‘ (Xy’cospx + if sen px), 1 

xf — e al (Xf sen Px + ÍJ 2) cos Px), / 


donde V/ 1 , XJ", XJ”, X)” son números reales, determinados median- 
te a) 11 y a)”. 

Las combinaciones correspondientes de las funciones (9) entran 
en la solución general del sistema. 


Ejemplo 2. Hallar la solución general dol sistema 


dx. 

dt 


— 7r t + x»i 


i3.-_2x._5x* 

Solueión. Forinemos la ecuación caractóríslica: 


ó *.* + 12/.- + 37 = 0 y encontromos sus raíces: 

=> —■ 6 -f- i, fc,*—6— l. 

Sustituyendo /tj=—6+1 en el sistema (3), hallamos: 

ai«» = l, oí u = l + l. 


Escribimos la solución (7); 

,») = le‘-‘-H>', *<,■> = (1 + 1 ) r<-«+‘>». 

Sustituyendo — 0 —t en el sistema (3), liallamos: 

ai"-l, aj 5> = 1 —l. 

Obtengamos el segundo sistema do las soluciones (8): 

* i >> =(1 - 1 ) 

Escribimos en otra forma la solución (7'): 

*¡» = e-«' (cos t +1 sen t) , x}»> = (1 + i) «”•' (cos t + i sen t) 
ó 

x¡*> = e - *' cos l + ie - *' sen i, 
x¡» = e -6 ' (cos I — sen i) + ie -6 ' (cos I + sen I). 
Escribimos en otra forma la solución (8'): 

*¡*> = e -í ' cos I — ie-o' sen i, 

*}*> = e~*' (cos í — sen I) — ie - «' (cos i + sen i). 


(V) 


(»') 
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Como los sistemas de las soluciones particulares podemos tomar las partes 
reales e imaginarias por separado 

*¡ 1 ’ = r~ sl cos /, r' ,, = e-6' (cosí —sen I), 

j.<2) - r -ai sel , lf J<«> = e -6i (cos /4-se n /). 

I,a solución gencral del sistema es: 

— C,e- 61 cos / 4 - Coe - *' sen Z, 
x 2 = C,c-6' (cos / —sen /) |-tV _s ' (cos /4-scu /). 

De modo análogo se puede hallar la solución del sistema de 
ecuaciones diferenciales lineales de órdenes superiores con coefi- 
cienles constantes. 

Iín la mccánica y la tcoría de circuitos eléctricos se estudia, por 
cjemplo, la solución del sislema de ecuaciones diferenciales de 
segundo orden 

<fx 

—y- = a u x + a l2 i/. 

<fy (10) 

—= a¡,x a^y. 



Ltiego huscamos la solución en la forma: 

xc=ae u , y = 

Introduciendo estas expresiones en el sistcma (10) y simplificando 
por e' 1 ', obtenemos un sislcma de ccnacioncs para detcrminar 

«< P y *: 

(o„ — lf) a -j- n , 2 (i = 0, 1 ... 

°2I« + («22 — Af) |1 = ü. ) ' 1 


Siendo a y p distintas dc cero, se dctcrminan solamcnte cuando el 
determinante del sistenia es igual a cero: 



a : , 


«ií 

fl," —— k 


= 0 . 


( 12 ) 


Esta es la ecuación característica para el sistema (10). Es la ecua- 
ción dc cuarto ordcn respecto a k. Sean k¡, k 2 , k 3 , k t sus raíces 
(supongamos que las raíces son diferentcs). Para coda raiz k, del 
sistema (11) hallainos los valores de a y p. Igual que cn cl caso (G) 
la solución gencral tiene la forma: 

r = íW-' + c//'’ 1 + C 3 a'-V*' + C* a“V‘‘. 

+ C 2 p'V 5 ' + CjP'V*' + C 4 ti (t ’e’ , ‘'. 
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Si entre las raíces hay unas complejas, a cada par de raíces 
complejas en la solución general corresponden las expresiones de 
la forma (9). 

Ejemplo 3. Hallar la solución gencral del sislema de ecuaciones dife- 
renciaíes 

d ! r . d ! y . 

&"*-**• 3?"-*+'- 

Solución. Escribamos la ecuación caracteristica (12) y eucontremos sus 
raices: 

|1_** —4 I „ 

| -1 i — 1 ' 

*,=i, k 2 =-¡, k 3 =y 3, * 4 =-i/a. 

Buscamos la solución en la forma: 

x<» = a<»e <( , y<» = p'»el<, 

x' ! i = a' !, «' <( , y<*i=.p< ! >e- <( , 

x< 3 > = a< 3 >«^ ( , j' 3 i = P' 3 i«^^ ( , 

X<*> —a<*>« _ ^* ( , y<*> = p<‘>< -, ^ ( . 

Del sistema (11) encontramos <*<»> y P'»: 


a<» = 1, 
a< !l =l, 
a< 3 > = l, 


P“’ = T' 
P'*> —• 


a<‘> = l, 

Escribimos las soluciones complejas: 

x<» = «- <( = cos t-j-f sen I, 


P'«>=- T . 


¡,<» = _ (cosi + isenl). 


x< ! >=«- <( = cos I — i senl, y< ! > = — (cos t — i sen I). 

Las parles real e imaginaria, tomadas por separado forman las soluciones: 


x<» = cos I, 


*<<> = cos l. 


x<*> = senl, y‘ ! > scn í- 

Escribimos, ahora, la solución general: 

x = C ( cos l+Cj sen I + C3 í^‘ ( +C 4 e 

y = C, cos I + y C 2 sen t —C 3 -i- e^' — C t y e~^‘. 
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Observación. No hemos analizado aqní el caso de raíces múl- 
tiples de la ecuacióu característica que está fuera de las tareas del 
libro presente. 


8 31. NOCION SOBRE LA TEORIA 
DE LA ESTABILIDAD DE LIAPUNOV 

Como las soluciones de la mayoría de las ecuaciones diferen- 
ciales y de los sistemas de ecuaciones no se expresan mediante fun- 
ciones elementales o cuadraturas, en estos casos, para resolver las 
ecuaciones diferenciales concretas, se usan los métodos de integra- 
ción aproximada. Ya hemos dado algunas nociones de estos métodos 
en el § 3 (capítulo XIII tomo II); otros métodos los analizaremos 
en los §§ 32-34 y también en ei capítulo XVI. 

La deficiencia de estos métodos es que ellos dan sólo una solu- 
ción particular; para obtener otras soluciones particulares es preciso 
realizar de nuevo todos los cálculos. Conociendo una solución par- 
ticular, no se puede juzgar sobre el carác.ter do las otras soluciones. 

En muchos problemas de mecánica y técnica tienc importancia 
saber no los valores concretos de la solución correspondientes a los 
valores concretos dados del argumento, sino el carácter de varia- 
ción de la solución cuando cambia el argumento y, en particular, 
cuando éste crece indefinidamente. Por ejemplo, tiene importancia 
saber, si las soiuciones que satisfacen las condiciones iniciales 
dadas son periódicas, o si ellas tiendén asintóticamente hacia una 
función conocida, etc. Estos problemas son de la teoría cualitativa 
de las ecuaciones diferenciales. 

La cuestión de la estabilidad de una solución o de un movimiento 
es uno de los problemas fundamentales de la teoría cualitativa; 
este problema fue detalladamentc analizado por el célebre matemá- 
tico ruso A. M. Liapunov (1857-1918). 

Sea el sistema de ecuaciones diferenciales: 


~ = x. y), 
dt 

%=h(t. x. y). 
dt 


(i) 


Sean x — x (t) e y = y (t) las soluciones de este sistema que satis- 
fagan las condiciones iniciates: 


x l=0 - x 0i l 

'Jt=i> = yo- í 


(i') 
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Ecuaciones diferenciales 


Sean, aderaás, x = x (/) e y = y (/) las soluciones del sistema (1) 
que satisfagan a las condiciones iniciales: 


¿,= 0 = ¿ 0 , 1 

¿,=o=Í/o- J 


(1") 


Definición. Las soluciones x = x (/) e y = y (/), que satisfagan 
las ecuacioncs (1) y las condiciones iniciales (l'), se llainan esla- 
bles , según Liapunov, cuando / —►oo, si para todo e>0, por pequeño 
que sea, existe 6 > 0 tal que para todos los valores de t > 0 se 
verificarán las desigualdadcs 

|¿(/)-x(/)|<e, 1 

I y (t) — y (01 <e, J 

si las condicioncs iniciales satisfacen las desigualdades: 

} (3) 

Itfo— f/o I < 6- J 

Aclarcmos el significado de csta dcfinición. De las dcsigualda- 
des (2) y (3) se dcduce quo, si son pequeñas las variaciones de las 
condiciones iniciales, las soluciones correspondientes varlan poco, 
cualesquiera que sean los valores positivos de /. Si el sisteina 
de ecuaciones diferenciales dcscribe cieito movimiento, entoncos, 
siendo estables las soluciones, el carácler de movimiento varía poco 
cuando los cambios de las condicioncs iniciales son pequeños. 

Anolicemos csto en el ejemplo dc una ccuación de primcr orden. 

Soa la ocuación diferencial 

—' + 1 - (8) 

Su soiución gcnorai es ia función 

l/-Ce~‘+ 1. (b) 

Hallemos la solución particular que satisface a la condición inicial 

•',=0 *“ 1 • ( c ) 

Es evidente que esta solución, y— 1, se obtiene cuando C = 0(fig. 274). 
Encontremos, ahora. la solución particular que satisfaga la condición inicial 

¿,-0 = Vo- 

De la ecuación (b) hallemos el valor de C : 

Vo= c +L 
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de donde: 


C = V o-l. 


Sustituyeudo este valor de C en la ecuación (b), obtenemos: 

V — (Vo—+ 

Es evidente que la solucidn y = l cs estable. En efecto, 

U- íí = l(yo-l)*'' + lJ — 1 ■=(í'o— l)c“' —* 0 

cuando t —* ca . 




£{ 

_ y-(y 0 -lle'rt j e 


\¡k «•’ 

0 

X 


Fig. 274 


Por consiRUiente, ]n desigualdad (3) se verifica para e cualquiera, 
sicmpre cuando se cumple la desigualdad 

(fo— l)“6<e. 

Examinemos luego el sistema de ncuaciones: 
dx 

— = cx + gy. 


~ =ax+ by, 
al 



suponiendo que los coeficientes a, b, c, g son constantes y g*+0. 

Aclaremos a qué condiciones deben satisfacer los coeficientcs 
para que la solución x — 0, y = 0, del sistema (4) sea estable. 

Derivando la ccuación primera y eliminando y, obteneinos una 
ecuación de segundo orden: 


dt~ 


dx dy dx 

= c—-fg—= c—^ g(ax -f by) = 
dt dt dt 


<S 


dx 

= c— + agx+ b 
dt 


V dt 



tfx 


dx 


—2 - (b + c) —- (ag — bc)x= 0. 


it 


dt 


( 5 ) 
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Ecuaciones diferenciales 


Su ecuación característica tiene la forma: 

V-(b + c) X - (ag - bc) = 0. (6) 

Designemos las raíces de la ecuación característica por Xj y \ 2 . 
Son posibles los casos siguientes. 

1. Las raíces de la ecuación caracteristica son reales, negativas 
y distintas: 

Xj <0, X 2 < 0, \l += 

Entonces, 

i = C,e X, ' + C 2 e x '' f 

y = [C t (\ t - c) e x, ‘ + C 2 (\ 2 - c) e x, ‘\ i. 

La solución que satisface a las condiciones iniciales 

x !,„=() = x 0t y|i=o= yo. 
es: 


_ cx 0 + gy a — ^ JqX, — cx a - y 0 g 

X, — X 2 X, — X 2 




CX„ + gy B — JqX; 
— \ 2 


(k t -c)e > - , + 

ToX, — cx 0 — y D g 


+ 


\ t -\ 2 


0 * 


-«*•]. 


(7) 


De ias últimas fórmulas se deduce que para cuaiquier e > 0 
se puede elegir x 0 e y 0 suficientemente pequeños de modo que 
para todos < > 0 tenemos: 

| x(/) | <e, |«/ (<) | < e, puesto que e x, ‘<l y e M <l. 

Por tanto, en este caso la solución x = 0, y = 0 es cstable. 

2. áean X, = 0, X 2 < 0. En este caso: 

x = C, + C 2 e M . 


i/ = ^ [C, (X* — c) e x »‘ — eC,]. 

y, como en el caso anterior, la solución es estable. 

3. Sea X, = X 2 < 0. En este caso: 

x = (C, + C 2 <) e x ‘‘, 


y = J e x, ‘ [C, (X, - e) + C 2 (1 + X,< - et)J. 
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Puesto qxie 

íe x ‘‘->-0, e '‘‘—► 0, cuando í->-oo t 

entonees, para C¡ y C 2 suficientemente pequeñas (es decir, cuando 
xo e y 0 son suficientemente pequeños) será: 

'| x (t) | < e e | y (<) | < e para cualquier t > 0. 

La solución es estable. 

4. Sea Xi = X 2 = 0- En este caso tenemos: 


x = C i + C 2 t, 
y = — [— cCt C z — cC 2 t]. 

Vemos que por pequeña que sea C 2 ¥= 0, tanto x, como y tienden 
al infinito (cuando t -*■ oo), es decir, la solución es ines- 
tablc. 

5. Siipongamos que por lo menos una de las raíces Xi y X 2 sea 
positiva, por ejemplo, Xi > 0. 

De la fórmula (7) se deduce que, por pequeños que sean 
x° e y a , si 

cx o + gy o — a:o ^2 ¥= 0, 


es decir, si C i =+ 0, entonces | x (t) | -»- oo cuando t -*■ oo. 

Por tanto, en este caso la solución tambicn es inestable. 

6. Las raíces de la ecuación característica son complejas con 
la parte real negativa: 


X, = a + i|i 
X 2 = a — «p 


} 


a<0. 


En este caso: 


x = Ce ai sen (Pí + ó), 

y = ^ Ce a, [(a - c) sen (P/ + ó) + p cos (P t + ó)]. 

Es evidente que para todo e>0 se puede elegir x 0 e y 0 de tal 
modo que sea |C|<e y ——f i| + < e » y» P or consiguiente, 



I x (t) | < e e I y (í) I < e. 


La solución es estable. 

7. Las raíces de la ecuación característica son números puramente 
imaginarios: 

X, = pí, X;. = -pí. 
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Ecuaciones di/ercncinlcs 


En esle raso: 


x = C sen (p t 6), 

t/ = f [pcos(P< + 6) — csen (Pí + 6)], 


es decir, x (t) e y (I) son funciones periódicas dc I. Como en el caso 
anterior verifiquemos que la solución es eslable. 

8. Las rníces de la ecunción característica son coraplejas con 
la pnrte real positiva (a > 0). 

De las fórraulas (8) se deducc que por pequeños que sean 
x„ e y 0 (es decir, por pcqueñas que soan C =jt 0), las maKiiitudes 
| x (t) | c I y (í) | pueden tomar los valores grandes cualesquiera 
que sean, cuando t crece, puesto que e' 1 ' —► oo cuando t -+■ oo. La 
solución es inestable. 

Para dar un criterio general de la eslabilidad de In solución 
dcl sisteina (4), proccdamos de la manera sicuiente. 

Escribamos las raíces de la ecuación caractcríslica en fornia de 
los números complcjos: 

x 2 = + />.:* 

(si las rnícos son reales, = 0 y XI* 0). 

Hepresenleinos las raíces de la ecuación característica mediante 
los punlos cn el plano de la variable compleja X*X**. Entonces, 
partiendo de los ocho casos examinados. sc puede forinulnr la con- 
dición de estabilidad de la solución del sistema (4) en la forma 
siuuicnte: 

Si ninguna dc las raíccs X ( , X 2 dc la ecuación caracteristica ((>) 
se encuentra a la derecha del eje imaginario y si por lo menos una 
de las raices es distinta de cero. la solución es eslahle ; si ambas raíces 
son tiulas o por lo menos una de las raices está a la derecha del eje ima- 
ginario , la solución es inestable. 

Exaniinemos ahora cl sistema más general de ccuaciones: 


— = cx-\-gy+ p (x, i/), 

at 

= ax + by + Q (*, y). 
dt 


(4') 


Aparte de los casos excepcionales. la solución de tal sistema no se 
expresa mediante las funciones clementales y las cuadraturas. 

Para determinar que las soluciones de este sistemn son estables 
o inestables, las comparan con las soluciones de un sistema lineal. 
Supongamos que cuando x -*■ 0 e y -*■ 0, las funciones P (x, y) 
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y Q (x, y) tambiétt tienden a cero con mayor rapidez que p, donde 
P - en otras palabras 

i ¡m £(£Jí) = o ; i lm 2<£j = o. 

p-0 p p—o p 

Entonces se puede deinostrar que aparte de un caso excepcional, 
la solución dcl sistema (4') es estable siempro y cuando lo es la 
solución del sistema 


dx 

— = «■ + gy. 

dt 


<Ijl 

dt 


= ax + by. 




('<) 


y es inestable siempre y cuando es inestable la solución del siste- 
ma (4). La excepción es el caso, en que ambas raíces de la ecuación 
cnracterística se cncuentran en eí eje imaginario. Entouces es 
mucho más difícil resolver el problema de la estnbilidad o inesta- 
bilidad de la solución del sistema (4'). 

A. M. Liapunov *) analizó el problema de la estabilidad de las 
soluciones de los sistemas de ecuaciones partiendo de las suposicio- 
nrs bastante generales respecto a la forma de cstas ecuaciunes. 


5 32. SOLUCION APROXIMADA 
1)E I.AS ECUACIONES DIFERE NCIALES 
DE PRIMER ORDEN POR EL MÉTODO DE EULEH 

Exaininemos aqui dos métodos de solución numérica de la 
ecuación difereucial de primer ordcn. En este párrafo nnalicenios 
el método de Euler. 

Hallemos la solución aproximada de la ecuación 
du 

y) (i) 

en el scgmento [x 0 , 6] que satisfaga la condición inicial: y = y a 
para x = x 0 . Dividamos el segmento [x 0 , 6| mediantc los puntos 
*o. *i« .... x n = b en n partcs iguales (aquí, a: 0 < .ti < z 2 , ... 

. . ., < x n ). Designemos: x, — x 0 = — X| = ... = b — 

— x n -, = A.r = h. por tauto, 

n 

*) A. M. Liapunov. tProbleina general de la estabilidad de movimien- 
to», 1935. 



Eeuaciones dijerenciales 


Sea y = cp (x) cierta solucióu aproximada de la ecuación (1), y 
yo = «P (*). í/i = «P (*i). • • Vn = <P (*»)• 

Desipnemos: 

Ay 0 = 1/1 — tfo. A Vi = Ut — i/i. • • -. A ¡/..-t = y., — </.,-!• 

En cada uno de los puntos x 0 , ii, .... x„ en la ecuación (1) susti- 
tuyamos la derivada por la razón de diferencias finitas: 

^=/(*. y). (2) 


&y — f (x. y) A.r. 


Cuando x = x 0 tenemos: 


-fi- = / (x 0l y 0 ), Ay 0 = / (x 0 , y B ) Ax 
Ax 


í/l — í/o = / (*o, J/o) 

En esta igualdad x 0 , y„, h son conocidos. Por tanto, hallamos: 

yx = y 0 + / (*o, y«) (*• 

Cuando x = x, la ecuación (2') toma la forma: 

Ayi = / (x,, i/,) h 
ó 

¡/2 — </i = / (*i, yi) A, í/ 2 = </i + / (*i. í/i) *• 

Aquí tenemos conocidos x¡, y¡, h y determinamos y%. 

De modo análogo encontramos: 


•ssp\ 


y» = y-i + / (*2. y 2 ) (*, 

y*+i = yk + / (xh. yh) h, 


Otf.yo) ' yn = y n -1 + / (*»-!, ¡/n-l) (*• 

___ Pues hemos hallado los valores aproximados 

P| x 0 x , x 2 *s x de la solución en los puntos x 0 , x,, . . x„. 

Uniendo en el plano de coordenadas los pun- 
Fig. 275 tos (x 0 , y 0 ), (x„ y¡), . . ., (x„, y n ) mediante 
los segmentos de recta obtenemos una línea 
quebrada que es la representación aproximada de la línea inte- 
gral (fig. 275). Esta línea se llama linea quebrada de Euler. 

Obscrvación. Designemos por y = <Pa (x) la solución aproximada 
de la ecuación (1) que corresponde a la línea quebrada de Euler 
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cuando \x — h. Se puede demostrar que, si existe una solución 
única y = cp* ( x ) de la ecuación (1) que satisface a las condicio- 
nes iniciales y está definida en el segmento Ijt 0 , 6J, entonces 
lím | (p h ( x ) — <p* (x) | = 0 para todo x del segmento [z 0 , 61. 

0 

Ejemplo. Hallar el valor aproximado de la solución de la ecuación 

v' = u + *. 


para * = 1, que salisfaga a la condición inicial: y 0 = 1, cuando x 0 = 0. 

Solución. Dividamos el segmento (0, 1 ] en 10 partes mediante los puntos 
x 0 = 0; 0,1; 0,2; . . .; 1,0. I’or tanto, h = 0,1. Determinemos los valores 
Vi> f/ 2 . ■ ■ Vn por la fórmula (2'): 


ó 


A !/* “ (!/* T **) * 

Uhi I = Vk + (Uh + »*) h. 


De cste modo obtcncmos: 


Vl “ * + (• + 0)-0,l = 1 + 0,1 = 1,1, 

» 2 = 1 . 1 + ( 1,1 + 0 , 1 ). 0,1 = 1 , 21 , 


Duranle la solución formemos la tabla: 



Vk 

Vk + *k 

Al<* = 0-), + *(,) /■ 

x o = 0 

1,000 

1,000 

0,100 

*, = 0,1 

1,100 

1,200 

0,120 

0,2 

1,220 

1,420 

0,142 

x 0 = O,3 

1,362 

1,620 

0,162 

x t = 0,4 

1,524 

1,924 

0,1924 

*5 = 0,5 

1,7164 

2,2164 

0,2216 

* 0 = 0,6 

1,9380 

2,5380 

0.2538 

x 7 = 0.7 

2,1918 

2,8918 

0,2812 

x g = 0,8 

2,4730 

3,2730 

0,3273 

x 0 = 0.9 
*10=l,O 

2,8003 

3,1703 

3,7003 

0,3700 


Hemos encontrado el valor aproximado y |= 3,1703. La solución precisa 
de ia ccuación dada, que satisface las condiciones iniciales indicaaas es: 


V = 2e* — * _ 1. 

I/Ix-I = 2 (e- 1) = 3,4365. 

0.2 

3,4365 


Por consiguiente, 

E1 error absoluto es 0,2662, el crror relativo cs = 0,077 ^ 8%. 
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F.cuaciones dijerenciales 


I 33. SOLUCION APROXIMADA 
DE LAS ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS, 

BASADO EN EL EMPLEO DE LA FFRMULA DE TAYLOR. 
METODO DE ADAMS 

Biisquemos de nuevo la solución de la ecuacióa 

y' = / (x, y) (i) 

en el sogmonto \x 0 , b\ que satisface a la condición inicial: ij = y 0 , 
cuando x = x 0 . Introduzcamos las designaciones necesarias para 
lo succsivo. Los valores aproximados de la solución en los puutos 

x 0 , x¡, x 0 , ■ ■ ■, x n 

serán 


yo. y t , . .y». 

Las primeras diferencias o las de priuier ordcn son: 

A¡/o = !/i— y 0 , &yt — y% — y¡< • ••. yn -■ = —yn.i* 

Las segundas diferencias o las dc segundo orden son: 

A J ¡/o = Ay, — í\y a = y 2 — 2 y, + y 0 , 

A ‘y, = A tji - A y, = y 3 — 2y¡ + y„ 


A 2 y„. s = Ay n _, — A y n .t = y n — 2y n _, y„_ s . 

Las diforcncias de las scgundas difereucias se Ilanian diferencias 
de terccr orilen. etc. Designemos los valores aproxiinados de las 
derivadas medianle y 0 ,y\, ■.., y'„: los valores aproximados de las 
segundas derivadas, mediante y 0 .y\,...,y n , etc. l)e modo aná- 
logo determinemos las primeras diferencias de las derivadas: 

A¡/¡ = y[ — y' 0 , Ay¡ — y' t — y\ .AyLi = yñ — y'n.il 

las segundas diferencias d.- las derivadas: 

A*y; = Ay¡ — Ay¡, A ! y¡ = Ay¡—Ay¡.A ! yñ'_ 2 = A y„_, — Ayñ_ s 

etc. 

Escribainos, ahora la fórmula de Taylor para solucionar la 
ecuación en la vecindad del puuto x = x 0 (toino I, cap. IV, § fi, 
fórmula (6)): 

y = y 0 + ^y¿ + Í£ '-ff£y'¿+ ... 


(X - X 0 ) n 


y 0 m) +fí, n . 


1-2- ... m 


( 2 ) 
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En esta fórmula y 0 está conocido y los valores de las derivadas 
y' 0 < V'o< ■ • • determinamos de la ecuación (1) del modo siguiente. 
Sustituyendo los valores iniciales x 0 e y 0 en el segundo miembro 
de la ecuación (1), hallamos y' 0 : 

y i = /(*o. «o)- 

Derivando los términos de la ecuación (1) respecto a x, obtenemos: 


- df , df , 
ax dy 


(3) 


Introduciendo en el segundo miembro los valores de x 0 , y 0 , y¡¡, 
hallamos: 


y'o — 


°L+*Ly) 

dx dy »— vo\ v-v'o- 


Derivando una vez mós \a igualdad (3) respecto a x y sustituyendo 
los valores de x 0 , y 0 , y' 0 , y" 0 , encontramos y’". Continuando de 
esta manera*), podemos hallar los valores de las derivadas de cual- 
quier orden para x = x 0 . En el segundo miembro de la fórmula (2) 
son conocidos todos los términos a excepción del término comple- 
mentario R m . De este modo, menospreciando el término complemen- 
tario, podemos obtener los valores aproximados de la solución para 
cualquier valor de x; la precisión de los mismos depende de la mag- 
nitud | x — x 0 | y del número de los términos del desarrollo. 

En el método dado abajo, determinemos por la fórmula (2) 
sólo unos cuantos primeros valores de y, cuando | x — x 0 | es peque- 
ño. Determinemos los valores de yt e y 2 para r, = r 0 + /i y para 
x 2 = x 0 + 2h, tomando cuatro términos dol desarrollo (j/ 0 está 
conocido de las condiciones iniciales): 

h h 2 h 3 

y t = y 0 + j y 0 + — v'¿ + — y 0 , (4) 


, 2h . (2hf .. (2 h) 3 ... 

Vi = y 0 + — y<¡ + —- y 0 + - jj- y« ■ 


<*) 


Consideremos, pues, que son conocidos tres valores**) de la fun- 
ción: y 0 , y¡, y 2 . Basándonos en estos valores y utilizando la ecua- 
ción (1), determinamos: 

_ y'o = f(x 0 , y 0 ), y\ =f(x,. y t ), y 2 = f(x 2 , y 2 ). 

*) En adelante supongamos que la función / (*, y) es tantas veces deri- 
vable respecto a x e y, cuantas veces sea necesario en nuestros razonamientos. 

•*) Si tratamos de encontrar la solución con mayor exactitud, necesitamos 
calcular más que los primeros tres valores de y. 

9-530 
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Ecuacioncs diícreneiales 


Conociendo j/¿, y[, y[, podenios determinar At/¡, A J t/¿. Los resul- 
tados del cálculo anotemos en la tabla: 


X 

V 

V 

A|/' 

A»v' 

z o 

Vo 

u'o 


HH 




Atfí 


*i=*0-rh 

Vt 

9i 


A J tfí 




av; 

l^íl 

Xn — Xq -• 2/í 

«2 

yi 








z h-2*= z 0•(-(* —2) á 

«k-2 

«h-2 


Wm 




Atf)¡_2 

MNfi 

-t 0 4 (*— 1) h 

«h-l 

«h-t 


Wh-2 




Atf¿_i 

PHjl 

z k=*o-rkh 

Vh 

v'h 


BBI 


Supongamos, ahora, que conocemos los valores de la solución 

yot yi, yz .</*• 

A base de estos valores, utilizando la ecuación (1), podemos cal- 
cular los valores de las derivadas 


y'o. y\. y\. • . v*. 

y, por consiguiente, 

Ay'o, A y\, . Aj/' fc _, 


y 


a 2 «/ó, aVi. ^y'k-z- 
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Determinemos el valor de y k + t por la fórmula de Taylor, haciendo 

a = x k , x = x kil =x k +h: 

h h 2 . h s h m 

!/k+! = yk + -J- y'* + J72 y ' k + \ .2."3 yk + • • • y ( k m> + 

Limitemos en nuestro caso con cuatro términos del desarrollo: 

ük +1 = y k + ~ Vk + j' 2 ~ 3 g * ‘ (^) 


En esta fórmula y~ k e y k son desconocidos. Tratemos de hallarlos 
mediante las diferencias conocidas de primer y segundo órdenes. 

Presentemos previamcnte y' k -\ por la fónnula de Taylor, hacien- 
do a — x k , x — a = — h: 


. , (~h) ,. , (~h)~ ... 

'Jk-, = y k + ~y~ y k + -y-j .v». 


( 6 ) 


e y'k— 2 i haciendo a = x k , x — a = —2 h: 

. . (-2 h ) „ , (-2 h ) 2 ... 
'jk-2 = !/»-)-:— y k H——— y k 


1-2 


De la igualdad (6) hallamos: 


. , h .. tc ... 
y k — y k ~i = A y„-i = — y k — — y k . 

I I • ¿ 


(7) 


( 8 ) 


Restando de los términos de la igualdad (6) los de la igualdad (7), 
obtenemos: 


, , , , h ,, 3Ii 2 ,„ 

y k -i — y k -i = &y k -2 = — y k —— y k ■ 

1 M 

De las (8) y (9) hallamos: 

Ap’fc-i — Aj / k - 2 = AV *-2 = h 2 y' k . 


(9) 


y k =-T 7 A V*-i- 


( 10 ) 


Poniendo la expresión y k " en la ecuación (8), tenemos: 

A y k ~, , AV*-i 

Vk:= ~r + ~ 2 ¡r■ 


(H) 


9 * 
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Así, hemos hallado y' k e y k ' . Poniendo las expresiones (10) y (11) 
en el dcsarrollo (5), obtenemos: 

¡/a+i = Hh + y ük + A !/fc~i + Í2 A (^2) 

Esta es la llamada fórmula de Adams de cuatro términos. La fórmu- 
la (12) permite determinar y* +J , conociendo y k , y*_ 2 . Así, 
si conocemos y 0 , y t e i/ 2 , podemos hallar y 3 y luego y 4 , y 6 , . . . 

Observación 1. Indiquemos sin dernostración, si existe en el 
segmento lz 0 - nna solución única de la ecuación (1), que satisface 
las condiciones iniciales, el error de Jos valores aproximados 
determinados por la fórmula (12), en su valor absoluto, no supera 
a Mh*, donde M es una constante, dependiente del largo del inter- 
valo y la forma de la función / (z, y) y no dependiente de la mag- 
nitud h. 

Observación 2. Si queremos obtener una precisión mayor del 
cólculo, debemos tomar mayor número de términos que en el desa- 
rrollo (5); entonces la fórmula (12) cambiará del modo correspondien- 
te. Por ejemplo, si cn vez de la fórmula (5) tomamos la fórmula que 
contiene cinco términos on el segundo miembro, es decir, si añadimos 
un término de orden h*, entonces, en lugar de la fórmula (12) obte- 
nemos de modo semojante la que sigue 

, h , h . . 5h . 2 . 3/* .3 - 

i/n+i = ük + -j- ük + + Í2 ^ + "8 ^ yk ~ 3 ' 

Aquí, y k+ , se determina mediante los valores y k , y k ~ i< í/fc-z !/*.- 3 . 
Por consiguiente, para comenzar los cálculos, utilizando esta fór- 
niula, es preciso conocer los primeros cuatro valores: y<¡, y t , i/ z , y 3 . 
AI calcuiar estos valores por Ias fórmulas de Ia forma (4), debemos 
tomar cinco primeros térrainos del desarrollo. 

EJemplo I. Hallar los valores aproximados de la solucióa de la ecuación 

V' = U + *. 

que satisface la condición inicial: 

y 0 = l, cuando x o = 0. 

Determinar los valores de la solución para x = 0,l; 0,2; 0,3; 0,4. 

Solución. tftilizando (as fórmulas (4) y (4'J, hallemos, al principio, 
y 1 e y 2 . De la ecuación y los datos iniciales obtenemos 

v'» => (v +*)x-o ■=■ y»+ 0=1+0= 1 ■ 

Derivando la ecuación dada, tenemos: 

v‘=v'+i- 

v 5 =<if' + i)_o = 1 -H i = 2_ 


Por tanto. 
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Derivcmos una vez más: 

y’ = v‘- 

Por consiguiente. 

i/ó = Vo = 2- 

Ponicndo en la ecuación (4) los valores de y 0 , yó, yl y h = 0,l, obtcnemos: 
De modo análogo, para h = 0,2 obtenemos: 

1+ w 1+ iw. 1+ jog. 2 _ 1>242l 

Conociendo y 0 , y¡, y« a base de la ecuación, ballamos: 

g; = Po + 0=l; 

y'i = V, +0,1 = 1,1103 + 0,1 = 1,2103; 

VÍ = V-i + 0,2 = 1,2426 + 0,2 = 1,4426; 

Ay¡ = 0,2103; 

Ay¡ =0,2323; 

A 2 gi = 0,0220. 

Los valores obtenidos anotemos en la tabla: 
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Según la fórmula (12) encontramos y 3 : 

y 3 = 1,2426 + • 1,4426 + • 0,2323 + • 0,0220 = 1,3977. 

Encontremos ahora los valores de y¿, Ay¿, A ! y¡. Usando de nuevo la fór- 
mula (12), hallamos y 4 : 

y K = 1,3977 + ^ • 1,6977+• 0,2551 + ^ • 0,1 • 0,0228 = 1,5812. 

La expresión exacta de la solución de la ecuación dada es: 


y = 2í* — * — 1. 

Por consiguiente, Px=o. 4 = 2e°i* — 0,4 — 1 = 1,5836. E1 error absoluto 

os 0,0024; el error relativo es = 0,0015 =& 0,15%. (E1 error absoluto 

del valor de calculado por el método de Euler, es 0,06; el error relativo es 
0,038 =» 3,8%). 

Ejemplo 2. Hallar los valores aproximados de la solución de la ccuación 
V =V'+ **. 

que satisface a la condición inicial; y 0 = 0, cuando x 0 = 0. Detcnninar los 
valores de la solución para x = 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 

Solución. Hallemos: 

VÍ = 0 ! + 0 ! = 0, V^o-Vw' + Wx-O- 0 ' »«=0 = C2l/' a -t-2y I r-h2),_ 0 *= 2 - 

Según las fórmulas (4) y (4') obtenemos: 


Vi 


(O.l ) 3 

' 3! 


•2 = 0,0003, y 3 - 


( 0 . 2 )* 

“3 r‘ 


2 = 0 , 0020 . 


De la ecuación encontramos: 


y¿ = 0, »¡ = 0,0100, p;=0,0400. 

Basándonos en estos datos, formamos los primeros rengloues do latabla, 
luego, utilizando la fórmula (12), determinamos los valorcs de y 3 e y t . 


X 

V 

V' 

Ay' 

A ! v' 

*o = 0 

y 0 = 0 

y¿=0 






Ay' 0 =0,0100 


*,=0,1 

y, = 0,0003 

y[ =0,0100 


. ..j 
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X 

V 

v' 

Atf' 

a»K’ 




Atfí =0,0300 


*2 =0,2 


tfj = 0,0400 


A 2 tf ¿ =0,0201 




Atf¿ =0,0501 


13 = 0,3 

tf 3 = 0,0089 

tf¿ = 0,0901 



B3 

1/4 = 0,0204 





AsS, 

, J3 = 0.0026 -f Y - 0,0400+ ^- • 0,0300 +A • 0,1 0,0200 = 0,0089, 

tft = 0,0089+ • 0,0901 +^ • 0,0501 + ^ • 0,1-0,0201 = 0,0204. 

Notomos que las primeras cuatro cifras ezactas en tf t son: y t = 0,0213. 
(Este resultado podemos obtener usando otros métodos más exactos y la eva- 
luarión del error.) 

S 34. MF.TODO APROXIMAOO DE INTEGRACION DE LOS SISTEMAS 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES DE PRIMER ORDEN 

Los métodos de integración aproximada de las ecuaciones dife- 
renciales, analizados en los §§ 32 y 33, podemos aplicar también 
para resolver los sistemas de ecuaciones diferenciales de primer 
orden. Examinemos aquí el método de diferencias usado para solu- 
cionar los sistemas de ecuaciones. Analicemos aquí el sistema de dos 
ecuaciones con dos funciones desconocidas. 

Hallar las soluciones del sistema de ecuaciones 

■g=/i(*. y . z). 

^ = /z(*. y. z), l- 1 

que satisfagan a las condiciones iniciales y = y 0l z — z 0 . cuando 
x = x 0 . 
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Determinemos los valores de las funciones y y z para los valo- 
res del argumento: i 0 , x„ x 2 , . ..,X)„ x fc+ „ ...,x„. Sea, de nuevo, 

x k + t — x* = Ax = h (4 = 0, 1, 2, .... n — 1). (3) 

Designemos los valores aproximados de la función mediante 


l/kt í/h+it • • • t l/rx 


y, respectivamente, 


*0t z \t 


z kt *A+i» • • • * z n- 


Escribamos las íórmulas recurrentes de la forma (12) § 33: 
Uh+t =■ Vh + -y Vk + tyk-1 + T[2 hl ?Vk-s. (4) 

z k+i =z h + J** +-^ + ^2 h ^ z h-i- (5) 

Para ütilisar estas fórmulas, es preciso saber, aparte de los y 0 y z 0 
dados, también y¡, y¡; z„ z 2 . Estos valores hallamos por las fór- 
mulas de la forma (4) y (4') § 32: 

yi = yo + -y' ¡ + ~Vo +—Vo, 

.2 h . , (2 h) 2 .. , (2h) 3 ... 

yt = yo + — ifo H—~ Vo + -gj- yo, 

, h . , tí .. , tí ... 

,2 h . , (2A) 2 .. , (2 hf ... 
z*-*o + T *o + — Zo+ — *». 

Podemos aplicar estas fórmulas, cuando conocemos y' a , y" 0 , y~, 
z', z" 0 , z” que debemos determinar. De las ecuaciones (1) y (2) ha- 


'P’ “O’ "0 

lamos: 


y» = í |(*0. Vo, Z 0 ), z' 0 = ft(xo, y», Z 0 ). 


Derivando las ecuaciones (1) y (2) y poniendo los valores de 
x 0 , Vo, z 0 , y 0 , z'o, hallamos: 

\ dx du Oz /x—x 0 
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z'o' = (O 


-C 


dh , % 


dx 


dy 


y + 


dfi 

dz 


■L- 


Derivando una vez más hallamos y 0 y zf. Conociendo y,. y 2 . z„ z¡, 
de las ecuaciones dadas (1) y (2) encontramos: 

y¡. VÍ, z'i. z' 2 , A y 0 , A y\, A 2 yj, Azj, Az',. A 2 ^, 

después de lo cual podemos llenar los primeros cinco renglones 
de la tabla: 


X 

V 

v' 

áu' 

a«v' 

z 

I* 

Ai* 

a««' 

*o 

lío 

V'o 



«0 

«¿ 










A*ó 


*i 

Vi 

Vl 




«; 


A ! *¿ 




Ap¡ 




A*í 


x 2 

V2 

v't 


A*p¡ 

«2 

«« 


A**¡ 

m 

Hl 




,hsí 

i 

a«; 



Vt 


■Éi 



n 


Ml 


De las fórmulas (4) y (5) hallemos y 3 y z s y de las ecuaciones 
(1) y (2) encontremos y' s y z,. Determinados A¡/¿, A*|/¡, Az¡, A 2 z¡, 
otra vez de las fórmulas (4) y (5) hallamos y* e y 5 , etc. 

Ejeinplo. Hallar los valores aproximados de las aoluciones del sistema 

V ■=«,«'- y, 

si según las condiciones iniciales i 0 = 1, cuando x = 0 e p 0 = 0. Calcular 
los valores de las soluciones para x = 0; 0,1; 0,2; 0,3; 0,4. 

Solución. De las ecuaciones dadas encontramos: 


Üo — ~ * • *0 = í'x— o = 0- 

Derivando estas ecuaciones, hallamos: 

Vt ~ ( i /‘) x - 0“(*'),-0 = O . 
l « = ( : )x» 0 = (tfOx-O = ’ • 
»¡"=(f*Uo“(Ox.o-i. 

*¿" = (z')„o=(í')x.o“0- 
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Utilizando las fórmuias de la forma (4) y (5), encontramos: 

0.1 


í,, = 0+ 

1-2 = 0 + 

»!-« + 


1 

0.2 

1 

0.1 

1 


,+JWf.O+ÍWp.l-0.1002. 


(0.2)”- (0.2)3 

, + _ T2“ 0 ^“3r 

o-^-M.i+J° tl>!. 

1-2 r 31 


,iJ-M. 0 +B2e.. 1+ ffWi 

1 + 2f ,+ 3! 


1=0,2016, 

0=1,0050, 

0 = 1 , 0200 . 


En virtud de las ecuacioncs dadas, tenemos: 


y¡ = 1,0050, 
z¡ = 0,1002, 
Ayó—0,0050, 
Ay¡ =0,0150, 
A’yó —0.0100, 


.“i = 


: 1,0200, 
zi = 0,2016, 
Azó = 0,1002, 
Az; = 0,1014, 
A*zó = 0,0012. 


Ahora Uenemos primeros cinco renglones dc la tabla: 


X 

V 

V' 

Al /' 

A*y' 

í 0 =0 

Vo=0 

vó = « 






Ayó = 0,0050 


»1=0,1 

y, =0,1002 

y¡ = 1,0050 


A*y¿ = 0,0100 




Aí/¡=»0,0150 


»2 = 0,2 


»í = 1,0200 


A 2 y¡ =0,0109 




Ay¿ = 0,0259 


*a = 0,3 

y 3 = 0.3049 

»¿=1,0459 



»t = 0.4 

y* =0,4117 



























Método de integración de los sistemas de ecuaciones 


139 


X 

Z . 

X' 

Az' 

A«z' 

x 0 = 0 

»0=1 

*;=o 






4zi = 0,1002 


*i =0,1 

*t = 1,0050 

z\ = 0,1002 


A»z; = 0,0012 




Az¡ =0,1014 


*2 = 0,2 

s 2 = 1,0200 

zj = 0,2016 


A»z¡ = 0,0019 




Az; =0,1033 


*a = 0,3 

z 3 = 1,0459 

z; = 0,3049 



*4 = 0,4 

x t = 1,0817 





De las fórmulas (4) y (5). hallamos'. 

y 3 = 0,2016 + . 1,0200 + - 0.0150 + A • 0,1 -0,0100 = 0,3049. 

z, = 1,0200+• 1,2016 + • 0,1014 + -jj• 0,1 -0,0012= 1,0459 

y, análogamente: 

y k = 0,3049 + -5J- - 1 ,<M59 + • 0,0259 + -^. • 0,1 -0,0109 - 0,4117, 

x t = 1.0459 + . 0,3049 + -^- • 0,1033 + ■ 0,1 ■ 0,0019 = 1,0817. 

Es evidente que Ias soluciones exactas del sistema dado de las ocuacio- 
nes, que satisfacen a las condiciones iniciales, serán: 

y = 1=4-(«*+«-*)• 

Por eso, las primeras cuatro cifras exactas después de la coma de las 
soluciones son: 

j, t = 4-(<o.*-e-o.«) = 0,4107, r t = 4 (eO.» + í-o,*) = 1,0811? 

Observación. Puesto que las ecuacioues de órdenes superiores 
y los sistemas de éstas se reducen en muchos casos al sistema de 
ecuaciones de primer orden, el método expuesto es aplicable tam- 
bién a la solución de los problemas semejantes. 
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Ecuaciorus difcrenciaUs 


Ejercicios para el capítulo XIII 

Demostrar que las funciones indicadas, dependientes de las constautes 
arbilrarias, satisfacen las ecuaciones diferenciales coTespondientes: 


1. y- 

2. y- 

3. 

4. V 2 

5. y = 

6 . v - 

7. V . 

8 . v - 


Funciones 

= sen x— 1 -f- Ce~ >enx . 

,Cx + C—C*. 

= 2Cx + C*. 

a*C 


• Cx*- 


1 +c ■ 

Ciz + ^ + C,. 

{C i + C i x)e k *+- 


(* — !)* ' 

= C,r a a,c,eox + c 2 í-°" c * enx . 

4 + ^2. 


Ecuaciones diferenciales 
dv \ 

-^--f j/cosx = -^-sen 2x. 

i-í- 


dfp 3 

dl5 + X dx* 


0. 


>-S6—-2r— 


d 2 V . 2 dy 

dir+T-dT' 


. 0 . 


lntegrar laa ecuacioncs difcrenci con varalcsiablcs scparnbles 9. y dx — 

— xd¡/ = 0. Hesp. |t — Cx. 10. (1 -f-u) v du-f-(l — v) u dv — 0. fíesp. lnut'-j-u — 
-e = C. 11. (t + v)dx—(1— x)d u = 0. fíesp. (1-f V ) (1 — x) = C. 12. ( l*-xl*)x 

X -jj- + r t + lx* — 0. fíesp. * + J -f-ln ~- — C. 13. ( V — a) dx-¡-x* d V = 0. 

1 

fíesp. ( V — a)~Ce*. 14. z dt-(t*—a*) dz=-0. fícsp. z* a = C - 1 ^—- . 15. -^- = 

r t-J-a dy 

‘<“P- ,6 ‘ (1+**)dl-Víd*-»0. *«p.2T/F-arctg s =C. 

17. dp-f ptg0d0 = O. fíesp. p = Ccos0. 18. sen 0 cos <p dO — cos 0 sen ip dq> = 0. 
fíesp. cos(p = C cosO. 19. sc 2 0 tgro dd-fre 2 ^ tgO dq>=0. fíesp. tg 0 tg (p = C. 
20. s c* 0 tg (p d(p-f sc* q> tg 8 dO = 0. llesp. sep»0-(sen a (p =C. 2 1. (1 + x*)d V — 

— V1—V*d*=0. fí esp. a rcsen y — arc tg x = C. 22. Vl — x* dy— Vl — V*X 
Xdx = 0. fíesp. y~\/t — x* — x'\/i — v * = C. 23. 3e* tg y dx-f(l— e*) sc*y dy—0. 
fíesp. tg V=c (1— e*) a . 24. (x— y*x) dx+(y—x*y) d¡/=0. fíesp. x*+y*=x*y*+C. 


Problcinas de la formación de ecuacioncs diferenciales 

25. Demostrar que la curva cuyo coeficiente angular de la tangento en 
cada punto es proporcional a la abscisa del punto de tangencia es una parábola. 

Respuesta: y = ax* -(- C. 

26 . Hallar una curva que pase por el punto (0, — 2 ), de tal modo que el 
coeficiente angular de Ia tangente en cada punto sea igual a la ordenada corres- 
pondionto de cste punto aumentada en tres unidades. ñespuesta: y = e* — 3. 
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27. Hallar una curva que pase por el punto (1,1) de tal manera que el 
coeficiente angular de la tangente en cada punto sea proporcional a) cuadrado 
de la ordenada de este punto. fíespuesta: k (x — l)p — y+l = 0. 

28. Hallar una curva para la cual el coeficiente angular de la tangente 
en cada punto sea n veces mayor que la pendiente de la recta que 
une este punto con el origen de coordendas. fíespuesta: y = Cx n . 

29. Trazar por el punto (2,1) una curva de tal manera que la tangente en 
cualquier punto coincida con la dirección del radio vector construido del ori- 


gen de coordenadas a este punto. fíespuesta: y 


2 


30. Hallar en coordenadas polares la ecuación de una curva tal que, en cada 
uno de sus puntos, la tangente del ángulo formado por el radio vector y la 
tangente a la curva sea igual a la magnitud inversa del radio vector, tomada con 
signo contrario. fíespuesta: r(0-(-Ci=l. 

31. Hallar en coordenadas polares ia ecuación de una curva tal que, en cada 
uno de sus puntoe, la tangente del ángulo formado por el radio vector y la 
tangento a la curva sea igual al cuadrado del radio vector. fíespuesta: r* = 
= (6 + C)». 

32. Demostrar que la curva cuya propiedad consistc en que todas sus 
normales pasan por un punto fijo es una circunferencia. 

33. Hallar una curva de tal manera que en cada uno de sus puntos la 
longitud de la subtangonte sea igual al doble valor de la abscisa. fíespuesta: 
V ** C l/x. 

34. Hallar una curva para Ia cual el radio vector sea igual a la longitud 
de la tangente comprendida entre el punto de tangencia y el ejo x. 


Solución. Scgún la hipótesis del problema 
, , dy dx 

donde: —í-=±—• 

V * 


: + ** + »*. do 


Integrando obtonemos dos familias de curvas: 


y=Ci e y = 


C_ 

x 


35. En virtud de la ley do Newton la velocidad de enfriamiento de un 
cuerpo al aire libre es proporcional a la diferencia de las temperaturas entre 
el cuerpo y el medio ambiente. 

Sea la temperatura del aire igual a 20° C; y el cuorpo se enfria de 100° C 
hasta 60° C durante 20 minutos. ¿Qué tiempo se necesita para que la tempera- 
tura del cuerpo baje hasta 30° C? 

AT 

Solución. La ecuación diferencial del problema es: =—= /c(7’ —20). 
Integrando, encontramos: T — 20 — Ce" 1 : 7=100 para t = 0; 7=60 para 1=20; 
ontonces, C = 80: 40 = Ce*°*, e*= /M , por tanto, 7 = 20 + 80 

Haciendo 7 = 30, encontramos t = 60 min. 

36. ¿Qué tiempo 7 se necesita para que se desagüe el embudo cónico de 
10 cm de altura y ángulo al vértice d — 60° por un orificio de 0,5 cm 1 en el 
fondo del embudo? 

Solución. Calculemos mediante dos métodos diferentes el volumen del 
agua que se desagua entre los instantes ivl+Al. Siendo constante la velo- 
cidad v del chorro, durante un segundo se derrama un cilindro de agua de altu. 
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ia v y base 0,5 cm'. Durante el tíempo se desagua un volumen dv de agua 
igual a — dv = —0,5u dl = —0,3 ~/2gh dt *). 

Por otra parte, a consecuencia de la salida, la altura del agua adquiere 
un «incremento* negativo dh, y la diferencial del voluroen de agua derraraada 
es igual a: 

— di> = ar» dft = (h + 0,l)*dh. 

Así, 

y [h + 0,7)2 dh = —0,3 1/2Jhdl, 

de dondc 

í =0,0315 (10 s/ *-fc 5/l ) + 0,0732 (10 3/ * —A s/ *) +0,078 (VÍÓ— yit). 

ilacicndo h = 0, obtcncmos el tiempo T de derrame: T = 12,5 seg. 

37. La acción de la fricción sobre un disco que gira dentro de un líquido 
es proporcional a la velocidad angular de rotación oi. Hallar la depcndencia 
cntre la vclocidad angular y el tiempo, si se conoce quc la velocidad del disco 
bnja de 100 rev/min a 60 rev/min, al pasar 1 min. 

Hespuesla: to = 100 (-5-j < rev/min. 

38. Supongamos quc la presión de una columna de aire en un nivel dado 
cstá acondicionada por la presión de las capas superiores do la atmósfera. Ha- 
llar la dependencia entre la presióu y la altura. si se sabe, quo al nivcl dol mar 
la presión es igual a 1 kg/cm 2 , mientras que a 500 m de altura, es 0,92 kg/cm*. 

lndicación: Utilicemos la ley de Boyle-Marriotte que nos dice quc la den- 
sidad de un gas es proporcional a su presión. La ecuación diferericial del proble- 
ma es: dp = — kpdh, de donde p = e-o,ooui?ft. Hespuesta: p = e-o,oooi?ft. 

Intcgrar las sigufentes ecuaciones diferenciales homogéneas: 

39. (y—x) dx+(y +*) dp=0. Hespuesta: y*+2xy — z*=C. 40. (x+y)dx- 1 - 
+ * <fy =0. fíespuesta: x* + 2xy — C. 41. (x + y) dx+ (y — x) dy =0. fíespuesla: 

ln (x* + y*) ,/ * —arctg=C. 42. x dy —ydx= V* J + k a dx. fíespuesta: 1 + 

+ 2Cy —C*x*= 0. 43. (8p + 10x) dx+ (by+ 7*) dy = 0. Hespuesta: (x + y)*X 

- „ VI 

X(2x-f-y)3 = C. 44. (2 V sí — Í )+ 1 = Jfespuesta: te =C ó 
» = íln*-y. 45. (I — s) dt + tds = 0. fíespuesta: te' =C ó s = l ln-^- . 
46. xy* dy — (i 3 + y 3 ) dx. fíespuesla: y = x |? 3 ln Cx. 47. x cos -^- (y dx + x dy) = 
= y sen — (x dy — y dx). Hespuesta: xy cos — = C. 

X x 

Integrar las ecuacioncs diferenciales reducibles a las homogéneas: 

48. (3y — 7x+7) dx— (3x—7y—3) dy= 0. Respuesta (x+ y — l) 6 (x — y— 1)* — C. 

49. (x + 2y+l) dx — (2x + 4y + 3) dy = 0. Respuesta: In (4x + 8p + 5)+8y —4x = C. 

50. (x + 2y + l) dx— (2x— 3)dy = 0. Respuesta: ln (2x —3)—^-j-| = C. 

*) La velocidad e del chorro de agua a través du un orificio que se en- 
cuentra a la distancia h de una superficie libre, se da por la fórmula: v = 
= 0,6 y^gh: donde, g es la aceleración de la fuerza de gravedad. 
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51. Determinar la curva cuya subnormal es la media aritmética de la abs- 
cisa y la ordenada del punto de esta curva. fíespuesta: (i — y) a (i + 2 y) = C. 

52. Determinar la curva en la que la razón del segmento separado por Ia 
tangente en el eje Oy, respccto al radio vector, es una constante. 

_dy 


Solución. Según la hipótesis del problema 


y - z T x 


( x \ m ( C \ m 2 y 

lc ; U ) “*' 


VÍ 


--m, de donde: 


53. Determinar la curva en la que la razón del segmento separado por 
la normal en el eje Ox respecto al radio vector sea una constante. 

dy 


Solución. Según Ia hipótesis 


x + y 


d r 


-m, de donde: i a + y 2 = m* (i —C)®. 


V**+y* 

54. Determinar la curva en la que el segmento separado por la tangente 
en el ejo Oy es igual a a sc 0, dondc 0 cs el ángulo forraado por el radio vector 
y el ejo Ox. 

Solución. Cumo tg0=-j . según la hipótcsis y — i ^-=a sc 0, tenc 


mos y — x -jj 


dy _Vi* I y* 


, de donde: 




55. Deterrainar la curva cn la que el segmcnto separado en el eje de orde- 
nadas por la normal trazada en algún punto dc la curva es igual a la distancia 
entre el mismo punto y el origcn de coordenadas. 

Solución. El scginento separado por la normal en el ejc Oy es igual 


ii 



, y, según la hipótesis, tenemos: 


V-r-~7-=’ V* 2 -!/*. Jond'' z* = C(2y+C). 

56. Hallar la forma do un espcjo tal que rcfloje paralelamente a la direc- 
ción dada todos los rayos que salen de un roismo punto 0. 

Solueión. llagamos coincidir la dirección dada con el eje Oi. Sea OM el 
rayo incidcnte, Mfí cl rayo reflejado y MQ la normal a la curva buscada: 
a = P; OM — OQ, A',t/ = y, 

NQ = NO+OQ~ —i-j V^*+T* = Vcotg P = v -gjj- . 


de donde: y dy = ( — x'\/x i +y*) dx\ intcgrando, tenemos: p*=»C* + 2Ci. 
Integrar las siguicntes ccuaciones diferenciales linealea: 

57. y' — = (i + l)*. fíespuesta: Zy = (i4-1)* + C (i+ l) s 

58. y' — a — = ^Íi . fíespuesla: y = Cx a + -r^— — . 

xx 1 — d a 

59. (i—i 2 ) j)' +(2i*—1) y—m 3 = 0. fíespuesta: y = ax+Cx')/\—x- 

60. cos i + ssen t = 1 fíespuesta: s = sen t + C cos t. 




U4 


Ecuaciones diferenciales 


01. ^j + scos i ~~2 sen2(. fíespuesta: s = sen t — 1 +Ce"»en t. 

62. y' — ~ y~ e*!". fíespuesta: y = x n (e z + C). 

63. + = fíespuesta: x n y = ax-\-C. 

64. y' + V = -¿¡ • fíespuesta: e*i/ = r + C. 

05. !)* + ■ — ¡ Z V —1=-0. fíetpuesta: y = x*[i+Ce*) 


Intpgrar las ccuacionea de Bernoulli: 


66. y' + xy = zSy3. fíespu esta: y * (x* + 1 +Ce xS ) = 1. 67. (1—* J ) y' — xy — 
-axyt = 0. fíespuesta: (C V1 —*» —a)y = i. 68. 3y*y' — ay* — x — 1 =0. fíes- 

puesta: a*y3 = Ce ax — a (*+ 1) — 1. 69. y' (x*y* + xy) = 1. fíespuesta: x [(2— 
i |/« "| LyS 

-y*)e 2 +CJ=e 2 .70. (y \a x— 2) y dx = x dy. fíespuesla: y (Cx+\ax+i) = l. 

71. y — y' cos x= y*cos x (1 — sen x). fíespuesta: y = tg r + 80 f . 

sen i-f-í' 

Intcgrnr laa aiguientca ecuacionea en diferencialcs totales: 


72. (x*+y)dx+(x-2y)dy = 0. fíesp. ^+yx-yi = C. 73. (y — 3x*)dx — 
— (4y — z)dy=0. fíesp. 2y* — xy + z* = C. 74. (y a —x)y' = y. fíesp. j/* = 
= \xy+C. 75. d*+ [7- (T ^Ji] *V = 0. flesp. ln | - 

~ T—"y ™ f '- 76. 2 (3arg* + 2* s ) dr + 3 (2r*|) l-y») dy =0. /íesp. x* + 3r J i; J + 


3 = c rdr + Ur + vMv = 

(* + V)* 


«esp. ln (r+ y) — 


* + V 


= c. 


78 - ^ »»+y»-Cr». 79. -- gl^ -0. /?« P . 

^p = C. 80. rdr + |)dy **+g 1 —2 arctg-í-=C. 

81. Hallar la curva cuya propiedad consiste en que el producto del cuadra- 
do de la distancia, entre cualquiera de sus puntos y el origen do coordenadas, 
por el segmento, separado en el eje de las abscisas por la normai al pun- 
to mencionado, es igual al cubo de la abscisa de este punto. fíespuesta: 
y* (2* 1 + v‘) = C. 

82. Hallar la envolvente de las siguientes familias de curvas: 

a) y = Cx+C*. fíesp. r»+4y = 0. b) y = ~ + C*. fíesp. 27r* = 4y». c) -í- — 


—^j-=2. fíesp. 27 y = x*. d) C*x + Cy — 1=0. fíesp. y* + 4r = 0. e) (r —C)» + 

+ (y — C)* = C*. fíesp. r = 0; y=0. f) (x — C)*+y* = iC. fíesp. p» = 4r + 4. 
g) (x — C)*+(y — C)* = 4. fíesp. (x — y)* = 8. h) Cx*+C*y= 1. fíesp. x « + 4y = 0. 

83. Una recta se desplaza de tal modo que la suma de los segmentos sepa- 
rados por ella en los ejes de coordenadas es fgual a una constante a. Escribir 
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la ecuación de la envolvente de esta familia de rectas. Respuesta : = 

(parábola). 

84. Hallar la envolvente de una familia de rectas tales que los ejes de 
coordenadas separan sobre estas rectas un segmento de longitud constante a. 
Respuesta: x ,/a -f- p ,/a = a ,/s . 

85. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos diámo- 
tros son el doble de las ordenadas de la parábola p* = 2 px. Respuesta: p* = 

= 2p(x+|). 

88. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias que tienen sus 
centros en la parábola p* = 2 px y pasan por el vértice de esta parábola. Res- 
puesta: la cisoide x 3 p* (x 2 p) = 0. 

87. Hallar la envolvente de una familia de circunferencias cuyos 
diámetros son cuerdas de la elipse 6>x 3 -f a*j/* = a*6*, perpendiculares al eje 

Ox. Respueita: ¡fZ-p+Jfc i = l. 

88. Hallar la evoluta do la elipse x*6*-f a*y* = a*6* como envolvonte do 
sus normales. Respuesta: (ax) ,/ *-(- (6¡/) ,/a = (a* — b*) ,/j . 

Integrar las siguicntes ecuaciones (de Lagrange): 

89. P = 2xg'-fg'*. Respuesta: z = -^L- — \ p\ y = . 

•ip* o 3 p 

90. ¡/ = xp'*-f p'*. Respuesla: y = (+/x-f 1 -f C) 1 . La solución singular: 
y = 0. 

91. w = x(l-f p')-f (¡/')*. Respuesta: x = Ce~P — 2p + 2; p = C (p-f 1) c~P — 
— p*-f 2. 

92. y = py'*-f 2xy'. Respuesta: 4Cx = 4C* —¡/*. 

93. Hallar una curva de normal constante. Respuesla: (x —C)*-f p* = a*. 
Solución singular: y = ±a. 

Intcgrar las ecuaciones de Clairaut: 

94. y = xy' + y' —¡/'*. Respuesia: y = Cx + C — C*. Solución singular: 

4¡/=(x-fl)*. _ _ 8 

95. ¡/ = x¡/'-f V1 — U' 2 . Respuesta: y = Cx+~\/t — C*. Solución singular: 
!/* —x* = l. 

96. y = xy' + y'. Respuesla: y = Cx+C. 


Cx + -=.. Solución 
0 / 


singular: ¡/* = 4x. 


Cx — ~¿T- Solución singulnr: ¡/* = 


97. l/ = x¡/'-f ■ Respuesta: y- 

98. y = xy' -— . Respuesta: y - 

99. E1 área de un triángulo, formado por la tungente a una curva bus- 
cada y los ejes de coordenadas, es una magnitud constante. Hullar esta curva. 
Respuesta: la hipérbola equilálera 4x¡/ = rfc a*. Además, cualquier recta dó 
la familia |/ = Cx±a j/C. 

100. Hallar una curva tal que el segmento de su tangente comprondido 
entre los ejes de coordenadas tenga una longitud constaute a. Respuesta: 

aC 


y = Cx± 

101. Hal 


1 = 6 * 


Solución singular: 


x* / 3+,/*/*= 


,*/» 


allar una curva tal que la suma de los segmentos soparados por sus 
tangentes en los ejcs de coordeuadas sea igual a 2a. Respuesta: y = Cx — 

- a' . Solución singular: (y — x — 2a)* = 8ax. 

1 — o 


10-536 
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Ecuaciones diferenciales 


11)2. Ilallar las curvas tales que el producto de las distancias. desde una 
tangenle cualquiera liasta dos puntos dados, sea constante. lirspuesla: las 
elipses y las hipérbolas (irayectorias ortogouales e isogonales). 

103. Ilallar las trayectorias ortogonales de la familia de curvas y ai". 
Itespucsla: l 1 ny 2 — C. 

104. Hallar las trayeclorias ortogonales de Ia fainilia do parábolas 

* 

y 2 — 2p {x — a) (a es el parámelro de la familia). Hespuesla: y = Ce r '. 

105. Hallarjas trayectorias ortogonales de lu familia de curvas x 2 — 

— y- a (a es el parámetro). fíespuesla: y — — . 


106. Ilallnr las trayectorias ortogonales de la familia dc circunfercncias 
i 2 y 2 — 2ar. Hespuesta: las circunferencias y — C (x 2 -f- y 2 ). 

107. Hallar las trayect»rias ortogonales de parábolas iguales, cuyas 
vértices se encuentran en uiia recta dada. Ilespuesla: si '2p es el parámetro de las 
parábolas y Oy es la recta dada, la ccuación de las trayeclorias será y-)-C' = 



108. Hallar las trayectorias ortogonales dc las cisoidcs y 2 r . -. 

2 a —x 


fíetpuesla: {i 2 -\-y 2 ) 2 C(y 2 \-'¿z 2 ). 

100. Hallar las trayectorias ortogonales do las lemniscatas ( z 2 -\-y 2 ) 2 
- {x 2 — y 2 ) a 2 . fíespursta: {x 2 -l¡-y 2 ) 2 — Cxy. 

110. Iiallar las trayectorias isogonales de la familia de curvas: i 2 = 
— 2a(y — x \/3), dondc a es un parámetro variablu, si el ángulo constante oi 


formado por las curvas de la familia y sus trayectorias es igual a 60°. 


Soluciún. Hullamos la ecuación diferencial de la familia dc curvas y’ 
= -j — y sustituimos y’ por la expresióu 


If' — tgo) 

1 y’ tgu> 


• Si 0 ) = 60°, tcnemos q- 


V'- V3 

í+W 


J L -V * . 3 jg— V3. 

I (-»■ V3 x 

C (z — y ■j/3) da la familia buscada dc Irayectorias. 


obtencmos la ccuación difcrencial: 


genera| y- 


La inlcgrnl 


111. Hallar las trnyectorias isogonales de la familia de parábolas y 2 = 

-^arolgÜ^f 

= 4 Cx, cuando oi = 45°. Respuesta: y 2 — xy + 2** — Ce 1 7 * . 

112. Hallar las trayectorias isogonales de la fainilia de rectas, y = Cx, 


cuandou) = 30°,45°. fírspuesta: las espirales logarftmicas 


{ 2 Vi ar 

x 2 + y 2 = e 

2 arclg 

r*+p* = « 


113. y — C ¡e 1 + CiC~ x . Eliminar C¡ y C¡. Respuesta: y ' — y = 0. 

114. Escribir la ccuación diferencial de todas ías circunferencias dispues- 
tas en un nijsmo plano. Rrspuesta: (1 -f- y’ 2 ) y m — 3u'y' 2 = 0. 

115. Escribir la ecuación diferencial de todas ías curvas centrales de 
segundo orden, cuyos ejos principales coinciden con los Ox, Oy. Respuesla: 
* (yy’ + i/'*) — y'y = 0 . 
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116. Sea la ccuación diíerencial y” — 2 y' — y -f- 2y = 0 y su solución 
general y = C,e x + C 2 e~ x -f- C,e ,x . 

1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente Ia solución general; 

2) hallar la solución particular, si para i = 0 tenemos: y = l, p'=0, 

y"=— 1. fíespuesia: p = -l- (9e*-f «-*— 4e**). 


117. Sea la ecuación diferencial y" = 2¡y y su solución geucral y-. 

'±-| (z+ c ,)* / '+C t . 


1) Verificar que la familia dada de curvas es realmente la solución 
general; 

2) hallar la curva integral que pasa por el punto (1, 2), si la tangente 
on este punto forma con la dirección positiva deí eje Oz un úngulo de 45°. 

fíespuesta: y = —~\/ l3 + y - 

Integrar las siguioutes eruacioues diferenciales simplcs do scgundo orden 
que se reducen a las ccuaciones de primer orden. 

118. xy’’ = 2. fíespuesta: y — x* In i±C|i 8 ±C 2 ar±C 3 ; escrihir la solución 
particular que satisfaga las siguientes condiciones iniciales: * = 1; p = l; 

m i x nl*n ’ • 

y'=V,y"=3. 119. V« n '=*« m >. Jlespuesla: U= .‘., I C,*"-!+■ ..+C n . l x+C„. 

(m |- n )! 

120. y" aly. fíespuesta: ax = ln (ay-¡- a*y*-{-C ,) -]-C* ó y —C,e ax \-Cne~ nx . 

121. y’=-~. fíespuesla: (C,*±C 2 ) S C,p* — a. 

En los ejemplos 122-125 escribir la solución particular que salisfaga las 
siguientes condicioues iniciales: * 0, p=—1; p' = 0. 122. xy’ — y' x*e x . 

fíespuesla: y = e x (x— 1)4-C,** + C 2 . Solución particular: //.— **(*—-1). 
123. yy’ — (y') 2 f (s/') 3 = 0. fíespuesla: y -f-C, ln y=x-\-C*. Solución particular: 

y= — 1. 124. p'-fp'tgx sen2*. fíespuesta: y =C 2 -fC, sen * — * — -J- sen 2x. 

Solución particular: y = 2 sen *— sen x cos x — x— 1. 125. (p') l + (|/')* = a*. 
fíespuesta: y = C 2 — a cos (x + C,). Solución particular: y = a — 1 — a cos x; 
¡/ = acosx — (a-fl). (Indicación. Forma paramétrica y’ = a cos /, y' = a sen I). 

126. !/' = -jj p-. fíespuesta: y = ± (x + C,) 3 '* + C 2 . 127. y m ■--- p'*. fíespuesta: 

I/ = (C-’j — x) (In (C, — *) — ll+Cjx + Cj. 128. y'y m — 3p**=0. fíespuesta: x = 
= C,¡/* + C 2 j/ + C3. 

Integrar las siguieutes ecuacioncs diferenciales lineales con coeficientes 
constantes: 129. p'- 9y. fícspuesla: y= C^e^+C^e - **. 130. y' + jcO. //«- 
puesta: y = A cosx + B sen x. 131. ¡/' —¡/' =0. fíespuesta: y C, +C 2 e Jc . 132^ a' + 
-f-12¡/= ly'. fíespuesta: y=0,0^ + C 2 c‘ x . 133. y'—4p' + 4p=0. fíespuesta: 
y = (C,+C 2 x) e**. 134. ¡/'+2y'-f 10¡/=0. fíespuesta: y = e - *(/lcos3* + flsen3*). 

-3+ >'7? t — 3 — »'77 

135. y' + 3y' — 2¡/ = 0. fíespuesta: y = C,e 2 +C 2 e 2 . 136. 4y' — 

-12y' + 9y = 0. fíespuesla: y = (C, + C¡x) e* ,tx . 137. y' + y’+y = 0. fíespuesta: 

y = e 2 ^rlcos (-^-*) +Bsea - 

138. Dos cargas iguales están suspendidas al extremo de un muelle. Ilallar 
el movimiento que adquiere una de las cargas si la otra se desata. fíespuesta: 


10 » 
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Ecuacionts difercnciales 


x = a cos ^ J/ ~ tj , donde a es ol alatgnmienVo del mueUe bajo la acción de una 
carga eu ol estado do equilibrio. 

139. Un punto matorial de masa m es atraido por cada uno de dos contros 
con fuer/.as proporcionales a la distancia. E1 factor de proporcionalidad es igual 
a k. La distancia entre dos centros es 2c. E1 punto se haíla en el instante ini- 
cial en la linoa quo une los centros a la distancia a de su medio. La veloci- 
dad inicíal es cero. Hallar la ley de raovimiento del punto. fíespuesta: x = 

140. p lv —5p" -+-4y = 0. fíesp. (/ = C.c* + C 2 c-* C 3 e'* C 4 e 3 *. 141. y"-2u‘- 

— y' + '¿y = 0. fíesp. y = Cie** + C 2 e* + C 3 e-*. 142. y" — 3ap*-f-3a®¡/'—a 3 y=0. 
Itcsp. y=.(C,.f-C 2 j: + C ? x 3 ) e u *. 143. p v -4y"=0. fíesp. p = C, +C 2 r + C 3 x>-|- 
+C 4 e**+C 5 f^ 3 *. I44.y lv +2y*+9y=0. fíesp. p=(C,cos l/2*+C 2 sen ~[/2x) e~*+ 
+ (C 3 cos V2*+C t sen \/2x) e x . 145. i/ IV — 8p*+ 16y=0. fíesp. y=C,e 3x + 

X 

+ C, e -2* + C 3 xeM + C 4 xe- 3 *. 146. y IV + y = 0. fíesp. y = c 1 2 (c, cos -4=- + 

V 1/2 

X 

+C2,on Yi) +< ( CíCos ^r +c * aen fr) • 

147. y* v — a*y = 0. Haliar la solución general y la solución porticular 
quo satisfagu las condiciones iniciales para z 0 — 0, y = 1. y' = 0, y“ = — a*. 

y- = 0. 

fíespuesta: solución general: y = C,* 01 + Cje-"* + Cj cos ax + C 4 sen ax. 
Solución particular: y 0 = cos ax. 

Integrar las siguiontes ecuaciones diferenciales lineales no homogéueas 
(liallar la solución goneral): 

148. y' —7y' + \2y = x. fíesp. y =C¡e** + C 2 e«*+ • 140- «* — «*f —f + 1. 

fíesp. i.«C l t al -|-C}<- <11 — <+ . 150. y'+y' — 2y =8sen 2x. fíesp. y = C,e* + 
+ C 2 e-**—^-(6scn2x + 2co32x). 151. y'— y = 5r + 2. fíesp. y = C,í x + C 2 e-*- 

— 5r —2. 152. s m ^las' -\-a*s = ei (a =£ 1). fíesp. t ^C t e at +C 2 te at + » - 

153. y* + 6y' + 5y = e**. fíesp. y = Cie-* + C 2 e-»* + ^ e»*. 154. y* + 9y=6e 3 *. 
fíesp. y => C, cos 3x + C 2 sen 3* + -^- e 3 *. 155. y* — 3y'=2—6x. /ie*p. y = C,+ 

+C 2 e 3 *+x 3 . 156. y*—2y'+3y=e-*cosx. /?e*p. y = e* (.4 cos + 2x+/?sen V2x) + 
e“* 

+ -^-(5cosx—4senx). 157. y*+4y =2sen2x. fíesp. y =+sen2x+Bcos2x — 

— yCos2x. 158. y”-4y*+5y'—2y = 2x+3. fíesp. y^fCj+CjxJe^+Csf 3 *—x —4. 
159. y IV — a*y = 5a*e°* sen ax. fíesp. y = (C t —sen ax) e“* + C 2 e- a *+C 3 cosax + 

+ C 4 senax. 160. y IV + 2a 3 y* + a 4 y=8cosax. fíesp. y = (C, + Cjx) cos ax + 

x® 

+ (C 3 + C 4 x) seu ax — cos ax. 
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161. Hallar una curva integral de la ecuación V* + **y=0, que pasa por 
el punto M (i 0 . Va) y toca en este punto a la recta y = az. fíespuesla: 

y = y 0 cosk(x—x 0 ) + ^senk(z—x 0 ). 


162. Hallar la soiución de ia ecuación y’ + 2hy' + n*¡/ =0 

que satisfaga las condiciones iniciales y = a, y'=C para x=0.fíes- 

puesta: para A<n, y = e~ l,x (a cos ~\/nf—h 2 x+ - g^p ~]/ n * —á*g) ¡ 

' y n* — h* I 


para h = n, p = e _A * [(C +aA)x + a]; paraA>n, y = — 'V - * - —— 


Xe 


-U-VJtt)* 


C + a(h-Vh*-n*) 4 _(h + Va*_n*)x 


2 1/A*-n* 


2 y/.* —n* 

163. Hallar las soluciones de la ecuación y' + n*¡/ = h sen px (p ■+= n), que 
satisfagan las condiciones: y = a, y' = C para x = 0. fíespuesla: y = acosnx + 

, C (n*—p*) — hp , h 

H- ! sen nx + —;- r sen yx. 

' n(n* — p-) n* — p* 

164. Un peso do 4 kg está suspendido en un muelle, aumentando la longi- 
tud de este a 1 cm. Hallar la ley del movimiento de este peso suponiendo quc 
el extrem o sup crior del muello cfectúa oscilaciones armónicas segun la lcy y = 
= senVlOOgí, donde y es el alargamiento por la vortical. 


Solución. Sea x la coordenuda vertical del peso, medida a parlir de la 
posición de reposo, tencmos: 


4 £x 
g dl* 


-k(x-y-l). 


dondo l es la longitud del muelle en cstado libre; k 
fácilmonte dc las condiciones iniciales. De aqul: 


400,lo quc sc deduce 



+100gx 


lOOg sen y lOOg t + 100/g. 


Busquemos una integral parlicuiar de esta ecuación de la fonna: 

í (c, co» yiócii í-i- c¡ seu yn»i 0 + g, 

dchido a que el primer tármino dol segundo micmhro de la ecuación entra en 
la solución de la ecuación homogénea. 

165. Según la hipótesis del problema 139, la vclocidad inicial es ignal 
a ii 0 y sn dirección es perpondicular a la recta que uno los centros. Ilallar las 
traycctorias. 

Solución. Tomando por el origen dc coordenadas cl puuto mcdio dcl scg- 
mcnto cntre los centros, las ecuaciones diferencialcs dcl movimiento so escri- 
ben en la forma: 


,^L = k(C-x)-k ( C+z)=-2kz. m -g- = -2A„. 


Las condiciones iniciales para 1 = 0 son: 

dx 


dy 
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Ecuaciones diferenciaies 


Integrando, hallamos: 


(V^- 1 )- '—ViF" a (Vir t ) ■ 


De donde: ~ + - y — I (elip.se). 


166. Un tubo horizontal gira alrcdedor dc un eje vcrtical con una velo- 
cidad angular <e constante. Dentro del tubo está colocada una bola que se desli- 
za por él sin tricción. Hallar la ley del movimiento dc la bola, si en el instanle 
inicial ésta se encuenlra en el eje de rotación y tiene velocidad inicial i>„ (a lo 
largo del tubo). 

d 2 r 

Indicación. La ccuación diferencial del movimiento es . = (a 2 r. 

aí* 

Las condiciones iniciales: r = 0, -^- = i> 0 P ara *™0. 

Integrando, hallamos: r*= |e <ü, + e - “ , |. 

Aplicando el método de )a variación dc las constantes arbitrarias, inte- 
grar las siguientes ccuaciones dilerenciales: 

167. y’ — 7y' + 6y = sen x. Hetp. y = C t e* -f- C 2 e* x + C ° — • 

168. p'-fp*=scx. fíesp. y = C, cosx-f C 2 senx-)-x sen x-fcosx ln cosx. 

169. y’ + y*= - * - — - fíesp. p = C, cos x-|-C 2 sen x —'j/cos 2x. 

cos 2x ycos2x 

Integrar loa siguientes eistemn» de ecuaciones diferenciales: 

170. p í ,' = ¡ / '«+l.fl«p. tí =¿-|« c '‘"- c ‘ ) -|-c- c «<'- C *»|.17l. **~~ , ÍX = 0 - 

Retp. = C. <72 » = xy'* + ü'* Res p. y — (V x + 1 + C)*. Soluciones singu- 

lares: y = 0 ; x + l=0. 173. y' + y = scx. Hesp. y = C, cosx + C 2 senx + 
+ xsenx + cosxlncosx. 174. (1 +x*) y' — xy — a =0. Resp. y = ox + 

I 

+ Cl/l + x*. 175. xcos —~r- — V cos ——x. Resp. xe X = C. 176. 

r v T x dz x 

y’—/,yr=e ix sen2x. fíetp. y = C,c-** + C 2 c* x — (sen 2x + 2cos2x). 177. 

xy' + y—p*lnx = 0. fíesp. (In x+1+ Cx) p= 1, 178. (2x+2p — 1) dx+ 
+ (x + p — 2) d» = 0. Resp. 2x + g —3 ln (x +y+1) =C. 179. 3c x tg¡/dx + 
-+ (1 — e*) sc* y dy = 0. Resp. tg y = C (1 — c x ) 3 . 

Integrar los aiguientes sistemas de ecuaciones: 

180. 4^=»+l. 4^ = x + l. Indicar las soluciones particulares que satis- 
dy dt 

facen a las condiciones: iniciales x =—2, y¡= 0. cuando 1 — 0. Respuesla:- 
y = C,cost + C 2 sent, x = (C^ + CJcosl +(C 2 —C,) senl. Solución particular: 
x*s=cos l — sen/, y* — cosl. 
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181. — = x—2u, ^-—x — y. Indicar las soluciones particulares que 
dt di 

satisfaceu las condiciones iniciales: x = l, y = l, cuando t = 0, Respuesla : 
y=C t cost+Cjsen t, x = (C, + C 2 ) cos f + (C 2 —C,) sen t. Solución particular: 
x» = cosí — sen t, y*-=cost. 


^f + V = COS f . 


fíespuesta: x = C t e~' + C¡c- 31 , 

y = c,e _l + SC^e - *' + COS I. 


fíespuesta: x = C t e' *+Cje — ' + C 3 cos í-f-C, sen t, 
p^Cje' + C^ - ' — C 3 cosí — C,sen». 


{ *!i + 

df> ^ df r ' 

Íi... ÜL_. 

dl h dt » 


3*. 


4+.-0, 

£+*'- o- 


+ 2 p+*=sen x. 

4-—4y — 2 r = cos x. 
02 


Í-+- 
£=*+- 
-L = i_!. 

dx s 

d: 1 
dx p— x 


fíespuesta: x = C, + C 2 í + C 3 f*—g <S + e, ‘ 

p-C t -(C, + 2C 3 )f- 

-y(Cí-l)«*-4cs» s + -¿-<‘- e ' 

fíespuesta: y = (C, + C 2 x) e _ * x , 

í = (C 2 —C, — C 2 x) e-**. 


Hespuesta: p = C,«** + C^e -21 , 

1 = — 2 (C,e** — C^e - **). 


Hespuesta: y = C t + C 2 x + 2 seu x, 

z=-2C, — C 2 (2x + 1)- 

— 3sen x —2cosx. 

fíespuesta: x = C,e - ' + C 2 e 2 ', 

if-Cae-' + Cíe*', 

1 = —(C, + C 3 ) e - ' + C 2 e J '. 


Respuesta: * = C 2 e c,x , 

v=*+7ér*- c ‘ x - 



152 


Ecuacionet di/erenciaUs 


190. 


{ 


dy _ x 
dx ~ yz 
dz ^x_ 
dx = y * 


fíespuesta'. -^- = C¡, 
zyi-^x* = C t . 


Analizar la estabilidad de la solución i=0, y = 0 para los siguientes 
sistemas de ecuaciones diferenciales: 


191. 


I l = 5*+6p. 


fícspuesta: Inestable. 


192. 


= —4r—lOji, 

fíespuezta: Estabie. 

—■=x—2y. 


193. 


w- i3 *+ l *• 

£=- 8 ,- 12 ,,. 


fícspuesta: Inestable. 


194. Hallar los valores aproximados de la solución de la ecuación 

v' = tf a + *. que satisface a la condición inicial y = 1, cuando * = 0. Hallar 
los valores de la solución para los siguientes valores do * iguales a 0,1; 
0,2; 0,3; 0,4; 0,5. fíespuesta: o 5 = 2,114. 

195. Haüar el valor apioximado de la soiución de la ecuación 

V'+ — y = e x , que satiaface a las condiciones iniciales v=l cuando *=1. 

Comparar ol resultado obtenido con la solución exacta. 

196. Hallar los vaiores aproximados e 4 de las soluciones del 

sistema de ecuaciones = p—*, £ = — * — 3y, que satisfacen a las condi- 

ciones iniciales v = l, cuando ( = 1 y * = 0. Comparar los valores obtenidos 
con los exactos. 




CAPITULO XIV 


INTEGRALES MULTIPLES 


§ 1. INTEGRAL DOBLE 


Sea en el plano Oxy un dominio cerrado*) D, limitado por una 
curva L. 

Sea dada en el dominio D una función continua 


el 


2 = f (x, y). 
dominio D mediante 


curvas arbitrarias en n 


Dividamo8 
partes: 

Asj, Asji Aíg, . . As n 

(fig. 276) las que llamaremos dominios parciales o elementos. Para 
no introducir nuevos símbolos designemos por Asj, .... As„ no 
sólo a los propios elementos, sino también sus áreas. En ca- 
da As ( (en su interior o en la frontera), 
elijamos un punto P¡; entonces obtenemos n 
puntos: 

Pu Pi . P n - 

Sean / (P,), / (P 2 ) ./ ( P n ) los valores 

de la función en los puntos elegidos; 
formemos la suma de productos de la forma 
/ (P,) As,: 

V n = / (P,) As, + / (P 2 ) As 2 +...+/ ( P n ) As„ = 


= 2 f(P>) As„ 

i«rt 1 


( 1 ) 0 



Fig. 276 


que se llama suma integral de la función 
/ ( x, y) eu el dominio D. 

Si / ^- 0 en el dominio D, entonces cada sumando / (Pi)As f se 
puede representar geomótricamente conio el volumen de un cilindro 
elemental de base As^ y de altura / (P¡). 

*) Un dominio D se Uama cerrado, si está limitado por una curva cerrada 
y se considera que los puntos, ubicados en )a frontera, pertenecen al dominio D. 
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Así, V n es la suma de los volúmenes de los cilindros elementales 
indirados, es decir, el volumen de un cierto cuerpo «escalonado» 
(fig. 277). 

Examinemos una sucesión arbitraria de las sumas integrales, 
formadas con ayuda de la función / (x, y) en el dominio dado D: 

Vn>, V nt . V n „, ... (2) 


para diferentes métodos de división del dominio D en las partes As¡. 
Supongamos que el diámetro máximo de los elementos As, tiende 
a cero, cuando n>, —oo. En este caso rcsulta válido el siguiente 
tcorema que citemos aquí sin demostración. 




Teorema f . Siendo f (x, y) una jinción continua en el dominio cerra- 
do D, la suceslón (2) de las sumas integrales (1) tiene un límite, si el 
diámetro máximo de As, tiende a cero, mientras que n —oo. Este 
limite siempre es el mismo para cualquier sucesión de la jorma (Z), 
es decir, no depende del modo de división del dominio en los elementos 
As, ni de la elección del punto P¡ dentro del dominio parcial As,. 

Este límite se llama integral doble de la función / (z, y) exten- 
dida por el dominio D y se designa así: 

11/(1*)* ó H f(x,y)dxdy, 
n d 

es decir, 

lím V j(P t )Ssi = $$ (x, y)dxdy. 
dlám 4ij-*0 jy 

Aquí D se llama dominio de integración. 

Si es / (x, y) 0. la integral doble de / (x, y) extendida por 
el dominio D es igual al volumen Q de un cuerpo limitado por la 
superficie z — j (x, y), el plano z = 0 y la superficie cilíndrica, 
cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz es la fron- 
tera del dominio D (fig. 278). 
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Examinemos ahora Iqs siguientes teoremas acerca de la integral 
doble. 

Teorema 2. La integral doble de la suma de dos funciones 
q> (x, y) + ip (x, y), extendida por un dominio D es igual a la suma 
de las integrales dobles extendidas por este dominio D de cada una de las 
dos funciones por separado: 

j S [<p (*, y) + 't’ (■*. y)l* = H <p (*. y) * + H (*• y) ds ■ 

d n n 

Teorema 3. El factor constante se puede sacar fuera del signo 
de la integrál doble: 

si a = const, tenemos: 

n ' I f( x ' y) ds =° H »(*• y) ds • 

n d 

La dcmostración de estos dos teoremas se efectúa de modo aná- 
logo al que hemos practicado para demostrar leoremas corrcspon- 
dientes de la integral definida (véase tomo I, § 3, cap, XI). 



Tcorema Si el dominio D está dividido en dos dominios parcia- 
les D, y D 2 , sin poseer puntos interiores comunes, y la función f (x, y) 
es continua en todos los puntos del dominio D, entonces: 

j¡f(x, y)dxdy= $ $ f (x, y) dxdy+$¡f (x, ij) dx dy. (3) 
d oi n t 

Demostración: La suma integral por el doniinio D se puedc 
representar en la forma (fig. 279) 

2 / (P,) As, = 2 / (Pi) &*, + 2 / (Pi) As., (4) 

D II, Dt 

donde la primera suma contiene términos correspondientes a los 
elementos del dominio D u y Ia segunda, términos correspondientes 
a los elementos del dominio Z) 2 . En efecto, como la integral doble 
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no depende del modo de dividir el dominio D, dividámoslo de 
manera que ia frontera común de D, y D 2 sea también una frontera 
de los elemetos A s¡. Pasando en la igualdad (4) al límite, cuando 
As, -* •*) ■ 0, obtenemos la igualdad (3). Es evidente que este teorema 
es váüda para cualquier número de sumandos. 

§ 2. CAUXLO DE LA INTEGRAL DOBLE 

Sea un dominio D del plano Oxy tal que toda recta psraiela a uno 
de los ejes de coordenadas (por ejemplo, al eje Oy) y que pasa por 

un punto interior*) del domiuio, 
corta su frontera en dos puntos N t 
y N 2 (fig. 280). 

Supongamos qne en el caso exami- 
nado el dominio D está limitado por 
las curvas: y — <p t (x), y = <p 2 (.r) y las 
rectas, x = a, x = que 

Ti (*) < <P: (*). a<b\ 

y además las funciones cpi ( x ) y <p 2 ( x ) 
son continuas en ei segmento la, f>|. 
Convengamos llamar tal dominio 
rfgular en la dirección del eje Oy. De modo semejaule so deter- 
mina el dominio regular en la dirección del eje Ox. 

Un dominio regular en las dirocciones de arabos ejes de coorde- 
nadas llamemos simplemente dominio regular. La figura 280 da un 
ejemplo de dominio regular D. 

Sea / (x, y) una función continua en el doininio D. 

E.vantinemos la expresión 

b v¡(x) 

í ( J J(x. y)dy)dx, 

a ip,(x) 

la que llamaremos integral iterada de segundo orden do la función 
/ (r, y), extendida por cl dominio D. En esta oxpresión al principio 
se calcula la integral entre paréntesis. La integración se realiza 
respecto a y, coitsiderando z constante. Como resultado de la inte- 
gración obtenemos una función continua”) de x: 

®(*)= J f(x, y)dy. 

Í|W 


*) E1 punto interior es un punto del dominio que no se eucuentra en su 
frontera. 

•*) Aqui no se demuestra que la función <I> (z) es continua. 



Flg. 280 
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Integramos la última función respecto a x entre los límites desde 
a hasta b: 

I D =l<ü(x)dx. 


En definitiva obtenemos un número constaute. 

Ejemplo 1. Hallar la integral iterada de segundo orden 

/ D -J Q (**+v*)dv 


\dx. 

o \6 ) 

Solución. Calculemoa al principio la integral interior, (entre paréntesis): 

<&(*)=■§ (**+»*) du=* (s’lf+ 3-)* 1 —****+^^ = * 4 +-|-. 

o 

intogrando la función obtenida desdo 0 basta 1 ballamos: 

j(-+T) — (4+w):-fHt-&- 

Determinemos el dominio D. Eu el caso dado D es un domiuio lirnitado por 
las líncas (fig. 281 ): 

p = 0, * = 0, p=**, * = 1. 


A veces puede ocurrir que el dominio D es tal que una de las funcio- 
ncs y — <pi ( x ), y = <p 2 (x) no puede ser dada por una sola expre- 




sión analítica en todo el intervalo de la variacióu de x (dcsde x = a 
hasta x = b). Sea, por ejemplo, a < c <6, y 
fp, (x) = tp (x) en el segmento la, c], 
tpi ( x) = x (x) en el segmento lc, ói, 
donde (ar) y x (*) son funciones dadas analíticamente (fig. 282). 
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En este caso escribamos la integral iterada de la manera siguiente: 

b (p.(r) 

) ( i /(*. y)dy)dx = 

a ^,(x) 

c »;<V) b Q-(x) 

= i ( í K x < y)dy)dx+ [ ( i f(x, y) dy)dx = 

a Ti(>) c tf,(x) 

c <s,(x) b if,(x) 

= i' ( i H*. y)dy)dx+ i ( S f(x, y) dy)dx. 

a «») c x(x) 

La primera de estas igualdades está escrita en virtud de lapropiedad 
conocida de la integral definida y la segunda, por que en elsegmen- 
to I a, cl tenemos <pi (j-) = i|) (x) y en el segmento [c, fc[, q> ( (x) = % ( x )- 
Si la función tp 2 (x) es dada por diferentes expresiones analíticas 
en varias partes del segmento la, 6), la inscripción de la integral 
iterada de segundo orden será análoga. 

Determinemos ciertas propiedades de la integral iterada de 
segundo orden. 

Propicdad I. Si un dominio D regular en la dirección del eje 
Oy lo dividimos en dos dominios U¡ y D 2 , medianle una recta paralela 
al eje Oy o al eje Ox, la integral iterada de segundo orden I D extendida 
por el dominio D será igital a la suma de inlegrales semejantes exten- 
didas por los dominios D, y D 2 , es decir, 

— I d, + I d,- ( 1 ) 

Demostración. a) Supongamos que la recta x — c (a < c < b) 
divide el dominio D en dos dominios*) D, y D 2 regulares en la direc- 
ción del eje Oy. Entonces 

b f,(x) b c b 

Id= I ( ) l( x . y)dy)dx= $<t>(x)dx= \0>(x)dx+ )<l>(x)dx = 

a !(-,(*) n n c 

c I» 4*(*) 

= S ( S t( x • y)dy)dx+¡ ( j t(x, y)dy)dx = J Dl + I Dí . 

a V,(x) c v,(x) 

b) Suponganios que la recta y = h divide el dominio D en dos 
dominios D t y D 2 regulares en dirección del eje Oy, de modo tal 
como se expone en la figura 283. Designemos por M, y M 2 los puntos 
do intersección de la recta y = h con la frontera L de D. Designemos 
las abscisas de estos puntos por a, y b,. 


*) E1 hecho de que una parte de la frontera de D, (también del dominio D 2 ) 
es un tramo de recta vertical no impide que este dominio sea regular en la direc- 
ción del eje Oy. En efecto, para que un dominio sea regular, es preciso sólo 

3 ue cada recta vertical pasante por un punto interior de éste, tenga no más 
e dos puntos comunes con la frontera. 
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E1 dominio D¡ está limitado por las curvas continuas: 

1) y = »Pi (*); 

2) la curva AiMíM 2 B, cuya ecuación escribimos convencional- 
mente en la forma 

í/=<p: (*). 


teniendo en cuenta que tpf (x) = q> 2 (z) cuando a x a, y 6, ^ 
< x <; b, y que 

tp¡(x) = h, cuando a, 

3) las rectas x = a, x — b. 



E1 dominio D¡ está limitado por las curvas 

y=‘P* (*), y=<h(x), donde a,<z< b¡. 

Aplicando a la integral interior el teorema sobre la descomposi- 
ción del intervalo de integración, escribamos la identidad siguiente: 

b <t-(x) 

¡ D= í ( J !(X, y)dy)dx = 

a «■,(*) 


b «T (x) T-(x) 

= )' ( X f(x, y)dy+ )' 1(x, y) dy)dx = 

O *,(*) »•(*) 
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Descompongamos la última integral en tres integrales aplicando 
el mismo teorema a la integral exterior: 

t> a, »,<r) 

i' ( J /(*. y)dy)dx= J ( j f(x, y)dy)dx + 

° T*(*) ° T*(x> 

1 I 

*l T,<*) 6 T¡<*) 

+ i ( i /(*. J/)dy)dx+ Í ( )' /(z, y) dy)dx; 

“> T*<*> ». T»fa) 

como <pj (x) = <p 2 (i) en los segmentos (a, a,] y ]6„ 61, las inte- 
grales primera y tercera son idénticamente iguales a cero. Por eso: 

b t? < x) í>, «,<*) 

7 o=i ( í /(*. y)dy)dx+ J ( ¡ f(x, y) dy) dx. 

a T,<*) a, ,*(,) 

Aquí la primera integral es una integral iterada de segundo orden 
por el dominio D, y la segunda, por el dominio D 2 . Por consiguiente, 

Id— Id, + /o,- 

La demostración será semejante cualquiera que sea Ia posición 
de la secante Si la recta M¡M 2 divide a ü en tres o, incluso, 

en mayor número de dominios, obtenemos una relación, análoga 
a la (1) con el número correspondiente de los sumandos en el segundo 
miembro. 

Corolario. Cada uno de los dominios obtenidos podemos ijividir 
de nuevo en doiuinios regulares en la dirección del eje Oy mediante 



una paralela a Oy o a Ox, y aplicar a éstos la igualdad (1). Por con- 
siguiente, se puede dividir D en cualquier número de dominios 
regulares mediante paralelas a los ejes de coordenadas 

D\, Dz, D 3 , . . . D¡, 
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en este caso también será váiida la afirmación de que la integral 
iterada de segundo orden estendida por el dominio D es igual a la 
suma de estas integrales extendidas por los dominios parciales, es 
decir (fig. 284): 

/ d = / d, + / d, + I d, + • • • + I d¡ . ( 2 ) 

Propiedad 2. (Evaluación dc la integral iterada de segundo orden). 

Sean m y M los valores mínimo y máximo de la función f (x, y) en 
el dominio D. Designemos por S el área del dominio D. En este 
caso tenemos la correlación 


b Wj(x) 

mS<l ( í /(*. y)dy)dx<MS. (3) 

a <f,(x) 

Demostración. Evaluemos la integral interior, designándola 
por 0> (z): 

<Pj(x) <Pi(x) 

«*(*)“ S f(x, y)dyeC S Mdy=M [%(*)-q>, (i)]. 

<P|(x) <f,(x) 

Obtenemos: 

fc ®s(x) b 

/d= 5 ( 5 /(*. y)dy)dxeC J A/ftp* (z) — (p, (i)Jdr=jV/S, 

a <p,(x) a 

es decir 

/d < MS. (3') 

Análogamente tenemos: 

<Pj(x) »j(x) 

®(*)= S /(*. y)dy> J mdx = m[^(x) — ?,(*)], 

<T,(x) <P,(x) 


es decir, 


b b 

/d= JtD(x)dr> $ m [<pa (x) — <p, (x)] dx = mS, 

a a 


/ D > • 


(3") 


De las desigualdades (3') y (3*) se deduce la correlación (3): 


mS < / D < MS. 

En el párrafo siguiente aclaremos el significado geomctrico de 
este teorema. 


Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral iterada de 
segundo orden / n de una función continua f (x, y), extendida por u,i 
dominio D del área S es igual al producto de S por el valor de la fun- 
ción en cierto punto P del dominio D, es decir. 

b <p a (x) 

S ( s /(*. y)dy)dx = f(P)S. (4) 

a pi(x) 


11-536 
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Demostración. De la correlación (3) obtenemos: 


tn ^ -g-1 D ^ M. 


1 


E1 número I D está comprendido entre las valores máximo y mínimo 

de la función f (x, y) en el dominio D. En virtud de la continuidad 
de la función f(x, y), ésta toma en cierto punto P del dominio D 

el valor igual a -g- 1 D , es decir. 


de donde: 


\ln = f(P), 
I D = f (P) S. 


(5) 


§ 3. CALCULO DE LA INTEGRAL DOBLE (CONTINUACION) 

Tcorcma. La integral doble de una /unción continua / (i, y), 
extendida por un dominio regular D, es igual a la integral iterada de 
segundo orden de esta función extendida por D, es decir,*) 

b 9¡(x) 

n f(x, y) dx dy ■= $ ( J ](x, y)dy)dx. 

O a <p,(x) 

Demostración. Dividamos el dominio D por las paralelas a los 
ejes de coordenadas en n dominios regulares (rectangulares): 

As„ As 2 , . . As„. 

En virtud de la propiedad 1 Ifórmula (2)| del párrafo anterior 
tenemos: 

¡D= /a», + + ••• + /as„ = ]£ ¡Htí- (1) 

Transformemos cada sumando del segundo miembro utilizando el 
teorema de la medla para la integral iterada de segundo orden: 

h¡, =f(Pt) As„ 

Entonces, la igualdad (1) toma la forma 

I D = f (P,) As, + f(Pj As 2 + ... + / (P„) As n = 2 / (P t ) A s„ (2) 

0=1 

•) De nuevo suponemos que el dominio D es regular en la dirección del 
eje Oy y limitado por las curvas y — qp, ( x ), y = <p 2 (x) y las rectas x = a, 
x = b. 
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donde P¡ es un punto en A s¡. A la derecha tenemos una suma inte- 
gral para la función / (x, y) extendida por el dominio D. Del teo- 
rema sobre la existencia de la integral doble se deduce que el límite 
de esta suma existe y es igual a la integral doble de la función 


z=f(x.y) 



/ (x, y ) por D, cuando «-*- oo y el diámetro máximo de los dominios 
parciales A s¡ tiende a cero. 

E1 valor numérico de la integral iterada de segundo orden I D del 
primer miembro de la igualdad (2) no depende de n. Por tanto, 
pasando al límite en la igualdad (2), obtenemos: 

/ D == lím S/(^í) As, = $$/(*, y)dxdy 


\\t(x, y)dxdy = 1 D . (3) 

D 

Esrcibiendo la expresión de la integral itcrada de segundo orden 
I D en forma más detallada, en definitiva obtenemos: 

b Oj<x) 

SS/Í*. y)<k d y=¡ ( í /(*. y)dy)dx. (4) 

D o »,<x) 

Observación 1. Cuando / (z, y) 0, la fórmula (4) toma una 
interpretación geométrica iíustrativa. Analicemos un cuerpo limi- 
tado por la superficie z = / (x, y) , el plano z = 0 y la superficie 
cilíndrica cuyas generatrices son paralelas al eje Oz y la directriz 
sigue la frontera del dominio D (fig. 285). Calculemos el volumen V 
de este cuerpo. Hemos indicado ya que el volumen de este cuerpo 
es igual a la integral doble de la función / (x, y) extendida por el 
dominio D: 

F=SS/(*. y) dxdy. 

d (5) 

11 * 
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Calculemos ahora el volumen de este cuerpo utilizando los resulta- 
dos del § 4, cap. XII, tomo I sobre el cálculo del volumen de un 
cuerpo según las áreas de secciones paralelas. Tracemos el plano 
secante x = const (a<x<6), que corta el cuerpo. Calculemos 
el área S (x) de la figura obtenida en la sección x = const. Esta 




figura es un trapecio curvilíneo limitado por las líneas z = / (x, y) 
(x = const), z = 0, y = q¡i (x), y = (p 2 (x). Por consiguiente, esta 
área se expresará mediante la integral 

<Mx> 

S(x)= ) f(x, y)dy. (6) 

9,(x> 

Conociendo las áreas de las secciones paralelas, es fácil hallar el 
volumen del cuerpo: 

V S (x) dx, 

a 

o, sustituyendo 5 (x) en esta fórmula por su expresión de (6), tenemos: 

b V,(x) 

V=U¡ f(x, y)dy)dx. (7) 

O lMx> 

Los primeros miembros de las fórmulas (5) y (7) son iguales por tanto 
son iguales también sus segundos miembros: 

6 <pj(x) 

iif(x, y)dxdy=i ( 5 f(x, y)dy)dx. 

D a Oi(x) 

No es difícil aclarar abora el significado geométrico del teorema 
sobre la evaluación de la integral iterada de segundo orden (la pro- 
piedad 2 del párrafo anterior): el volumen V de un cuerpo limitado 
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por la superficie z = f (x, y), el plano z = 0 y la superficie cilíndri- 
ca, cuya directriz sigue la frontera del dominio D es superior que el 
volumen de un cilindro de base S y altura m e inferior que el volu- 
men de un cilindro de base S y altura M (m y M son los valores 
mínimo y máxímo de la función z = / (z, y) en el dominio D 
(fig. 286). Esto se deduce de que la integral iterada de segundo orden 
I D es igual al volumen V de este cuerpo. 

Ejemplo 1. Calcular la iutegral doble J J (4 — x*—y*)dzdy, si el domi- 

D 

■ 3 

nio D está limitado por las rectas x = 0, z = l, p= 0, p = y. 

Solución. En virtud de la fórmula, tenemos: 

V = ^ [^ (4 — z* — p*) dx J dy = ^ |^4z —p*z- -j-J dy = 

"S ( 4 -^—(i»—7-—T") ¡ = -T- 


Ejemplo 2. Calcular la integral doble de la función /(z, p)=J+z + p, 
exlendida por el dominio limitado por las líncas: p=—z, z= V/ü”, y = 2, 
* = 0 (fig. 287). 

Solución. 


2 n 


v=: S ^ (*+*+!'> dl ] d « - ^ [ T + X1 ' + ■T]_ I/ I,d! ' =, 

U -V 0 

= l [(v7 + v v7+- y) ~ (-v-v*+-V)]dv=' 

0 

= S[^ + T-+rVr—?-]*- 

0 

3_ b_ 

«rJLÍ + *Z + iíl_üi1 2 Vz+±. 

L 3 5 6 J 0 15 V*3 + 3 • 


Observación 2. Supongamos que el dominio D regular en la 
dirección del eje Ox está limitado por las líneas 

X = tf 1 ! (y). * = ’V (y), y = C, y = d. 


siendo tf, (y) < tj¡ 2 (y) (fig. 288). 
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llifi 


Es evidente, que en este caso tenemos: 

d li>«( ü) 

SI (*. y)dxdy=l ( J f(x, y) dx)dy. (8) 

D e *i (#> 

Para calcular una integral doble es preciso representarla en 
forma de una integral iterada de segundo orden. Esto se puede hacer 




por dos procedimientos, utilizando la fórmula (4) o la (8). En cada 
caso concreto, para calcular la integral doble elijamos una u otra 
fórmula según la forma del dominio D o del integrando. 


Ejemplo 3. Cambiar el orden de intcgración on la integral 

> VI 


/=5 ( J /(*.!/) dy^ dr. 


Solución. El dominio de integración está limitado por la recta y = * 
y la parábola y=^x (fig. 289). 

Toda paralela al eje Or corta la frontera del dominio no más que 
en dos puntos. Por tanto, se puede calcular la integral según la fórmula (8) 
poniendo 

♦i (») = »*. >l2(i')= : ». 0<|/<1; 

entonces : 

l v 

/= J (S /(*. y)dx)dy. 

0 1/ft 
V 

Ejemplo 4. Calcular $$e x d$, si el dominio D es un triángulo limi- 
D 

tado por las rectas y — x , p = 0, x=l (íig. 290). 
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Solución. Sustiluyamos la integral doble dada por una integral iterada 
de segundo orden, utilizando la formula (4). (Si usáramos ia fórmula (8), 

v 

tendríamos que integrar la función e x respecto a x; pero esta integral no se 
expresa mediante las funciones elementales); 

ll '* ds= í (l eXdy ) dz= l 

D 0 0 0 

t 1 

*(*-l)dx = (c-1)^-| = -^-=0.859... 

übservación 3. Si el dotninio D no es regular en ia dirección 
del eje Ox, ni on la del eje Oy (es decir, s¡ e.xisten rectas verticales 
y horizontales que pasan por los puntos interiores del dominio 
y cortan la frontera del dominio en más dos puntos), entonccs no 



Flg. 291 Fig. 292 


podemos prcsentar la integral doble extendida por este dominio 
en la forma de una integral iterada de segundo orden. Si logramos 
dividir el dominio irregular D en un número finito de dominios 
regulares D¡, D 2 , . . ., D„ en dirccción del eje Ox ó Oy entonces, 
al calcular la integral doble por cada uno de estos dominios parcia- 
les (con ayuda de la integral iterada de segundo orden) y al sumar 
los resultados, obtenemos la integral buscada extendida por el 
dominio D. 

En la figura 291 se muestra el modo de dividir el dominio irre- 
gular D en dos dominios regulares D¡ y D 2 . 

Ejcmplo 5. Calcular la intcgral doblc 

$ J e**» ds 
D 
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extendida por el dominio D, encerrado entre dos cuadrados con el centro en el 
origen de coordenadas y los lados paralelos a los ejes de coordenadas. si cada 
lado del cuadrado interior es igual a 2 y el del exterior a 4 (fig. 292). 

Solución. E1 dominio D es irregular. Sin embargo, las rectas * = — 1 
y x = 1 lo dividen en cuatro dominios regulares D t , D t , D,. D u . Por eso: 

S J e*+« ds = J J í**l/ d,+ $ J e**!/ dt + J ¡ e**V di+ JJ ' x+l ' 

D Di D, Ds D 4 

Representando cada una de estas integrales en forma de una integrnl iterada 
de segundo orden, hallamos: 


-12 12 

J (J '*+Vd v )dx+ J (J e**Vd V )dx + 

D -2 -2 -1 1 

1-1 2 2 

+ S (J e**Vd V )dx+[ ( S e*+Vdy)dx = 

-1 -2 1 -2 

= (e í_,-l) (,-l_ t -S) + (e *_ e)(t _ e -i ) + ( ,- 1 _ ( .-i ) (,_,-!) + 

+ (e 1 — e~*) (r J — e) = (e 3 _ e -») (e — t -l) = 4 ggnj, 3 SCI1 ), 

Observación 4. En adelante escribamos la iutegral iterada de 
segundo orden 

b Wj(x) 

¡D= S ( 1 /(*, y) dy)dx, 
a V.<*> 

omitiendo los paréntesis de la integral interior, es decir, en la forma: 


b «,(*> 

¡n=¡ í /(*. y)dydx. 

a 9i(x) 

Aquí, (igual que en el caso, en que se ponen los paréntesis) conven- 
gamos que la primera integración se realiza respecto a la variable, 
cuya diferencial está escrita primera y después, respecto a la otra 
variable, cuya diferencial está escrita en el segundo lugar. Notemos, 
sin embargo, que esta regla no está generalmente aceptada. En 
algunas obras está adoptado el procedimiento contrario: al princi- 
pio, la integración se realiza respecto a la variable, cuya diferencial 
ocupa el último lugar*). 


5 4. CALCULO DE AREAS Y VOLUMENES 
CON AYUDA DE INTEGKALES DOBLES 

1. Volumen. Como hemos visto en § 1, el volumen V de un 
cuerpo, limitado por una superficie z = f (x, y), donde f (x, y) 
es una función no negativa, el plano z = 0 y la superficie cilíndrica, 

•) A veces se utiliza también la anotación siguiente: 

1 *2 b 

r D=¡ (J /(*, V ) d V ) dr =• J dx J / (x, y) dy. 

“ »| o >P| 
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cuyas generatrices son paralelas al eje Oz, y la directriz sigue la 
frontera del dominio D, es igual a la integral doble de la función 
/ (x, y) extendida por D: 

V=l¡f(x, y) ds. 

D 

Ejemplo 1. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por laa super- 
ficies zc= 0, p = 0, i + p + *=»l, * = 0 (fig. 293). 

Solución. 

V= J J (1 —x—y)dydz, 

D 

donde D (cayado en la tigura 293) es el dominio en forma triangular del 
plnno Oxy limitado por las rectas r = 0, p = 0, z + p=l. 




Poniendo los límites en la integral doble, calculemos el volumen: 

l <1-*-y)dvd«=5[(l-.),_4];'*dz = 

0 0 0 

0 

Así, v=i unidades cúbicas. 
b 

Observación 1. Si el cuerpo, cuyo volunien so bu3ca, está limi- 
tado por arriba y por debajo por las superficies z = Oj (x, y) ^ 0 
y t = í>i (x, y) 0, respectivamente, siendo D la proyección de 
anibas superficies sobre el plano Oxy, entonces, el volumen V de este 
cuerpo es igual a la diferencia entre los volúmenes de dos cuerpos 
«cilíndricos», el primcro de los cuales tiene D como base inferior 
y la superficie t = *D 2 (x, y), como base superior, y el segundo 
tiene D también como base inferior y la superficie z = cf), (x, y), 
como hase superior (fig. 294). 
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Por eso, el volumeu V es igual a la diferencia de dos integrales 
dobles: 

(x, y) ds — n ‘I»I (*. y) ds, 

ó D D 

p = J J [® 2 (x, y) — Q, (x, y)l ds. (1) 

D 

Es fácil demostrar que la fórmula (1) es válida no sólo cuando 
<I) ( (x, y) y <I> 2 (*i y) son funciones no negativas, sino también, 

cuando <I>, (x, y) y <D 2 (x, y) son 
funciones continuas arbitrarias que 
satisfacen la correlación: 

^2 (a:. y) > (*. y)- 

Observación 2. Si la función 
/ (x, y) cambia rie signo en el 
dominio D, divida nos a éste en dos 
dominios: 1) doninio D t , donde 
/ (x, y) > 0; 2) dominio D 2 , donde 
/ ( x < y) 0- Sujiongamos que D x 
y D 2 son tales <r íe por estos domi- 
nios existen las integrales dobles. 
En este caso la integral por el 
dominio D t será positiva e igual al 
volumen del cuerpo dispuesto por 
encima del plano Oxy. La integral 
extcndida por D 2 será negativa 
e igual por su valor absoluto al volumen del cuerpo dispuesto 
j>or debajo del plano Oxy. Por consiguiente, la integral extendida 
por el dominio D expresará la diferencia de los volúmenes corres- 
pondientes. 

2. Cálculo del área dc un doininio plano. Si formamos una suma 
integral para la función / (x, y) = 1 por el dominio D, obtenemos 
el área 

S = S 1 • As„ 

¡=i 

cualquiera que sea la división. Pasando al límite en el segundo 
miembro de la igualdad, obtenemos: 

S = H dxdy. 

D 

Si el dominio D es regular (véase, por ejemplo, fig. 280), el área S 
se expresará mediante la integral interada dé segundo orden 

6 <Pj(x) 
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Después de la integración de la integral entre paréntesis, tenemos: 

b 

& = í ['P’ (*) — «Pi (x)] di. 

a 

(véase § 1, cap. XII, tomo I). 

Ejeinplo 2. Calcular el área de un dominio limitado por las curvas 

y = 2 — **, V = i. 

Solución. Dcterminomos los puntos de intersección de las curvas dadas 

(fig. 295). Las ordenadas de dos curvas son iguales en el punto de intersección. 
es decir, 

x = 2 - i*. 

de donde: x 1 x — 2 = 0, x, = —2, x 2 = 1. 

Hemos obtenido dos puntos de intersección: 

M, (-2, -2), M 2 (t, 1). 

Por tanto, cl área buscada es: 

-2 x -2 

S 5. INTEGRAL DOBLE EN COORDENADAS POLARES 

Sea dado en el sistema de coordenadas polares 0. p, un dominio D 
tal, que todo rayo*) pasante por un punto interior de D corta la 
frontera del dominio no más que en dos puntos. Supongamos tam- 
bién qne el dominio D está limitado por las curvas p = O, (0), 
p = <1^2 (0) y los rayos 0 = a, y 0 = (3, siendo O, (0) ^ d> 2 (I>) 
y a < p (fig. 296). Diremos que un dominio tal es regular. 

Sea dada en eí dominio D una función continua de las coorde- 
nadas 0 y p: 

^ = r ( 0 . p ). 

Dividnmos arbitrariamente D en los dominios parciales As,, As 2 , . . . 

. . ., As„. 

Formemos la suma integral: 

Vn= 23 F(Pk)*>k. ( 1 ) 

*=1 

dondo P h es un punto en A s h . 

Del teorema sobre la existencia de Ia integral doblo se deduce 
que cuando el diámetro máximo de As a tiende a cero, la suma inte- 


*) Llamomos rayo a toda semirrecta que parte del origen de coordenadas, 
es decir, dei polo P. 
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gral (1) t¡«ne un limite V. Según la definición, este límite V es la 
integral doble de la función F (9, p) extendida por el dominio D: 

y-SJne. p>*. (2) 

Calculemos aquí esta integral doble. 

Como el limite de la suma integral no depende del modo de 
dividir D en los dominios parciales As*, podomos dividirlo, para 
la comodidad, mediante rayos 9 = 0 O , 0=9,, 0 = 0 2 , . . 

. . ., 0 = 9„ (donde 0 O = a, 0„ = p, 0 O < 0, < 0 2 < . . . < 0„) 
y las circunferencias concéntricas p = p 0 , p = p,, . . ., p = p m , 

Idonde p 0 es igual al valor míriimo 
de la función «1), (0) y p m , al valor 
máximo de <J> 2 (9) en el intervalo 
a < 0 < p; po < Pi < • • • < Pml- 
Designemos por As, M el dominio 
parcial limitado por las líneas 
P = Pi-i. p = pi. 0 = 0*-i. 0 = 0*- 
Sean aquí tres tipos de los do- 
minios parciales As, k : i) los que 
no se cortan por la frontera y se 
sitúan dentro del dominio D; 2) los 
que no se cortau por la frontera y 
se sitúan fuera del dominio D; 
3) los que se cortan por la frontera 
dcl dotninio D. 

La suma de los términos, co- 
rrespondientes a los dominios par- 
ciales cortados, tiene por límite cero, cuando A0* -+0 y Ap¡ 0, 
por lo que estos sumandos no se toman en cuenta. Los dominios 
parciales As,* que se encuentran fuera de D y no entran en la suina 
integral no nos interesan. Por consiguiente, se puede escribir la 
suma integral en la forma: 

Vn= 1 

X—1 I 

donde P,* es un punto arbitrario de As,*. 

E1 signo de suma doble significa aquí, que al principio sumamos 
por el índioe i, considerando k constante (es decir, sumamos todos 
los términos que corresponden a los dominios parciales comprendi- 
dos entre dos rayos vecinos*). E1 signo de suma externo significa 


•) Observsmos que al sumar por el índíco I, éste no túmará obligatoria- 
mente todos los valores de 1 a m, puesto que no todos los dominios parciales 
situados entre los rayos 6 = 0» y 9 = 0*+, pertenecen a D. 
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que nosotros unimos todas las sumas obtenidas durante la primera 
adición (es decir, sumamos por el índice k). 

Hallemos la expresión del área del dominio parcial As ( *, que no 
se corta por la frontera de D. E1 área es igual a la diferencia de las 
áreas de dos sectores: 

A s,„ = j (P, + Ap ( ) 2 Ae„ - j p?A0* = ( Pí + ^í) A Pl Ae„ 
ó 

As (( , = p,*Ap ( A0 (il donde p ( < p? < p ( + Ap ( . 

AsS, la suma integral tiene la forma*) 

v„= 2 [ 2 ^ 0 :. ptiprAp.Ae*], 

i 

dondo P (0J, p*) es un punto de Asj*. Saquemos el factor A0* fuera 
del signo de la suma interior (esto se permite, puesto que es un factor 
común para todos los términos de esta suma): 

v n = 2 [2 F(Q* k , pT) p*A P( ] A0*. 

*—I I 

Supongamos que Ap ( -► 0 y A0* queda constanto. En este caso, 
la expresión entre paréntesis tenderá a la integral 

i F(0l p)p dp. 

Suponiendo ahora que A0*-* 0, en definitiva, obtenemos**): 

s ®,(8) 

V=U\ F(0, p)pdp)í/0. (3) 

a < 1 »* (0) 


•) Podemos analizar la suma integral en esla forma, puesto que el límite 
<io la suma no depende de la posición del punto dentro del dominio parcial. 

••) Nuestra deducción de la fórmula (3) no es rigurosa, al obtenerla, al 
principio, hemos téndido Ap ( a cero, conservando Afl» invariable y sólo después 
hemas tendido A0* a cero. Esto no corresponde completamentc a la definición 
de integral doble la que consideramos como el Kmite de una suma integral, 
cuando los diámctros máximos de los dominios parciales tienden a cero 
(es decir, cuando Afl* y Ap ( tienden simultáneamente a cero). Sin embargo, 
a pesar de la fal's de rigurosidad en la demostración, el resullado es justo (cs 
decir, la fórmula (3) es váiida). La demostración rigurosa podria sor efectuada 
medíante el método utilizado para el examen de la integral doble en las coor- 
denadas rectangulares. Notemos, que esta fórmula será deducida también 
en § 6, partiendo de otras consideraciones (como caso particular de la fórmula 
más general para transformar las coordenadas dentro de la integral doble). 
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La fórmuJa (3) sirve para calcular infegrales dobles en las coor- 
denadas poJares. 

Si la primera integración se realiza por 0, y la segunda, por p, 
obtenemos la fórmula (fig. 297): 

02 «Mp> 

y= Í(J p)dB)pdp. (3') 

p, u,(p> 

Supongamos que es preciso calcular la integral doble de la fun- 
ción / (a\ y), dada en coordenadas rectangulares y extendida por 
el dominio D: 

S S / (*. y) dx dy. 

D 

Si D es un dominio regular en coordenadas polares 0, p, el cálculo 
de la integral dada se pucde reducir a la determinación de una inte- 




gral iterada de segundo orden en coordenadas polares. 
En efecto, puesto que 

x = p cos 0, y = p sen 0, 

/ (x, y) = / [p cos 0, p sen 0) = F (0, p). 


por tanto, tenemos 

B ® s (0) 

]]f(x, y)dxdy=\{ )' /[pcosO, p sen0J p dp) d0. 

D o ®,<0) 


(4) 


Ejemplo 1. Calcular el volumen V del cuerpo limitado por la auperficie 
eaférica 


y el cilindro 


** + K* + ** — 4a* 
** + p» — 2 ay = 0. 


Solución. Como el dominio de integración se puede tomar, en cste ejemplo, 
la base de un cilindro ** + y 2 — 2 ay = 0, es decir, un círculo de radio a y 
centro en el punto (O.a). La ecuación de este círculo se puede escribir en la 
forma: ** + (y — a)* = a* (fig. 298). Calculemos la cuarta parte del volumen 
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V, es decir, la parte dispuesta en el primer octante. Entonces, en calidad del 
dominio de integración debemos tomar un semicírculo, cuyas fronteras son 
determinadas por las ecuaciones: 

x = 9,(p) = 0, * = <p 2 (v)= V2ay — y* , 
y = 0, y = 2a. 

E1 integrando es 

2 = /(*. p)=V4a 2 —x l —p*. 

Por tanto, 


2a Y 2oy—yí 

^ 1/4a* —x*—p*dxj dy. 

o 

Transformemos Ja integral obtenida para las coordenadas polares 0, p; 
x = pcos0, p= p sen 0. 

Determinemos Jos limites de integración. Para esto escribamos la ecua- 
ción de circunferencia dada en coordenadas pola- 
res: puesto quo 

x*+y* = p 2 , 

y=psen0. 

tenemos: 

p 2 —2ap sen0=O 
ó 

p = 2a scn 0. 

Por consiguiente, las fronteras del dominio 
en coordenadas polares (fig. 299) se determinan 
por las ecuaciones: Fig. 299 




P = ®l(0) = O, p=O> 2 (0) = 2asen0, a = 0, p = -L , 
el integrando tiene Ja forma 

F (0, p) - V'i" 2 — p* . 

Por consiguiente, obtenemos: 

2L « 

2 2a scn 6 2 

-j(S V4a=?p Jp )*.| 

.1 

2 

§ [(4a* — 4a* sen* 0)*^*—(4a*)*^*) d0 = 

0 

3X_ 

2 

= — § (l-cos»0)dO = -Ía*(3n-4). 
o 


V 

T 
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Ejemplo 2. Calcular la integral de Poisson: 

+oo 

J e~ x 'áx. 

— OO 

Solución: Calculemos al principio la integral /r = J J e~ x '~ u 'dx dy, 

D 

donde el dominio de integración D ea un círculo 

+ = 

(fig. 300). 

Pasando a Ias coordenadas polares 0, p, tenemos: 

2n R 2n 


'*“S (S'-" , M p ) 

oo o 


dd=Jl (1 — e~ n "). 


Si hacemos que el radio R ticnda al infinito (es decir, si ampliamos 
indefinidainente el dominio de integración), obtenemos la asi llamada inte- 



V/ 



Fig. 301 


gral múltiple impropia: 
2 n 


2it B 


J ($ e 0, pdp)d6=> lím J (\j » P 'pdp)d0= lim n(l — e 


-Rt 


) ■* 31 • 


Demostremos, que )a integral J J e x ' v * dx d¡/ tiende al límite n, 

cuando el dominio D' de forma arbitraria se amplia de modo tal, que todo 
punto del plano se encuentre, por fin, en D' y permanezca en él (anotemos 
convencionalmente esta ampliación del dominio D' por la correlación 
D' -* oo). 

Sean R¡ y R 2 las distancias mSnima y móxima de la frontera* del 
dominio D' a partir del origen de coordenadas (fig. 301). 

Como la función e~ x, ~ u >0 por dondequiera, las desigualdades 


^R, ^ J J e~ xt ~ ut áx dy < / Bj 

D' 

6 

n (1 -<-"■) < J J e~ xt - ut dx dy < n (1 
D' 


son váiidas. 
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Como D' -r co, es evidentc que H\ — cn y /? 2 -* co y los miembros extre- 
mos de la desigualdad tiendcn a un mismo límite n. Por consiguiente, a este 
limite tiende también el miembro medio, es decir, 

lim \' e~ zt ~ vt dx dy = n. (5) 

D'-*oo '[y 

Supongamos, en particular, que el dominio D' es un cuadrado de Iado 
igual a 2a y centro en el origen de coordenadas; entonces: 

$ $ dxdy= J ¡ dx dy- ¡ J ,-«•,-»* dx dy = 

ZJ' —a — a —a —a 

= J (J e~ zt e~ vt dx)dy. 

—a —a 

Siiquemos ahora el factor # -l/ * íuera del signo de la integral intcrior (pode- 
mos hacerlo, puesto que e~ u * no depende de la variable de integración [*). 
Entonces 

•j e - zt -u>dxdy= ] •->'* ( 5 e~ zt dx)dy. 

D' —a —a 


Pongnmos J e~ x% dx = B a . Este es un número constanle (depcndiente sólo 
—a 

de »); por esto 

J $ #-**-#* dxdi,= ] e~ ut D a dy = D a J e~ ut dy. 
d ' —n -o 

a 

Pero, la última integral cs (también igual a D a (puosto que e~ xt dx = 

—n 
a 

= J e~ ut dy)\ por consiguiente, 

—n 

$j e—* t ~ vt dx dy = B a B a = Ba. 

Pascmos en esta ecuación al limite, haciendo que a tienda al infinito (en este 
caso D’ se amplia indefinidamente): 

lim f f e-**-w» dxdy= lim i?S= lím f $ »- 3t, dxj*-.(*$ e“**dxl*. 

D'-oo y o-oc o-oo l _o 1 l -oo J 

Pero, según lo demostrado (véase (5)), 


Por tanto: 


lim f$e ** ut dxdy = n. 

D'-oo pi 


[\ e-**dx]* = n 


12-530 
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J í-**dx=. Va. 

— oo 

Esta intcgral se nicuentra a uienudo en la teoría dc iu-olialiilidades y en la esta- 
dística. Notemos, que es imposible calcular esta iutegral dircctanientc (con 
ayuda dc la inlcgral iudefinida), pucsto que lu primitiva de e~* z no se exprc- 
sa inediante las fiinciones elementales. 

§ G. SllSTITliCION DE VARIABLES 
EN UNA INTEGBAL DOBLE (CASO GENERAL) 

Sea dado en el plano Oxy un dominio D limitado por Ia curva L. 
Stipongarnos también que las coordenadas x c y son las funciones 
de las nuevas variables u y v: 

* =? «P (m. »)> y ')• (u. v), (1) 

donde las íuiiciones tp (u, ir) y tj. (/;, v) son uniforines, coiiliimns 




y tienen las derivadas continuas en cierto dominio D' que será defi- 
nido abajo. En este caso, según la fórmula (1), a cada par de valores 
u y v corresponde un solo par de valores x e y. Stipongamos, aliora. 
que las funciones tp y \J> son tales que, si damos a x e y los valores 
determinados en el dominio D. entonces, según las fórmulas (1) deter- 
minemos los valores definidos de u y v. 

Analicemos el sistema de coordenadas rectangulares Ouv 
(fig. 302). De lo expuesto arriba se deduce, que a todo punto P (x, y) 
en el plano Oxy (fig. 303) corresponde uniformemente un punto 
P' (u, v) del plano Ouv de coordenadas u, v definidas por las fór- 
mulas (1). Los números uyrse llaman coordenadas curvilíneas del 
punto P. 

Si un punto describe en el plano Oxy la curva cerrada L que 
limita el dominio D, entonces en el plano Ouv el punto correspon- 
diente describirá una curva cerrada L' que limita un cierto dominio 
D'; además, a cada punto de D' le corresponde un punto de D. 
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Por consiguiente, las fórmulas (1) establecen una correspondencia 
biunívoca entre los puntos de los dominios D y D' , o, como se dice 
también, representan biunívocamente a D en D'. 

Analicemos en D' una recta u = const. Engeneral, porlas fórmu- 
las (1) hallemos que en el plano Oxy le corresponde una cierta curva. 
Del modo igual a toda recta v = const del plano Ouv le corresponde 
una cierta curva en el plano Oxy. 

Mediante rectas u = const y v = const dividamos el domi- 
nio D' en los dominios parciales rectangulares (no tomamos en 
consideración los rectángulos que tocan la frontera de D'). Las curvas 
correspondientes dividen el dominio D en ciertos cuadriláteros 
curvilíneos (fig. 303). 

Analicemos en el plano Ouv un rectángulo A/, limitado por las 
rectas u = const, u + A u = const, u = const, i» + An = const 
y el cuadrilátero curvilínco As que le corresponde en el plano Oxy. 
Las áreas de estos dominios parciales designémoslas por A s' y As, 
respectivamente. Es evidente, que: 

As 7 = AuAv. 

Hablando en gcneral, las áreas As y As' son diferentes. 

Sea dada una función continua 

* = /(*. V) 

en un dominio D. 

A todo valor de la función z = / (x. y) del dominio D, corres- 
ponde un mismo valor de la función z = F (u, v) en D' , donde 

F (u, v) = / lcp (u, v), l|) (u, i>)]. 

Examinemos las sumas integrales de la función z extendidas 
P°r el dominio D. Evidentemente, se verifica la igualdad siguiente: 

2/ (ar, y)As = 2F (u, v)As. (2) 

Calculemos As, es decir, el área del cuadrilátero curvilíneo 
P\P 2 PsPk en el plano Oxy (véase fig. 303). 

Determinemos las coordenadas de sus vértices: 


P i(*i .i/i). = <p(«. n), 

Pi ( x z, y¡), = cp (u + Au, i>), 

P 3 (*3, y 3 ), x 3 = <p (u + A«, v + An), 
Pi (Xk, !h), x t =ip(u, v + At>), 


y, = ij3(u, i>), 
y z = i|i (u + Au, i>), 
y 3 ='(’ (m + Au, v + Ai>), 
y, = (u, v + At>). 


(3) 


A1 calcular el área del cuadrilátero curvilíneo P\P 2 PJ\, con- 
sideremos que las líneas P,P 2 , P 2 P 3 . P 3 P tl p k p t son," por pares, 
rectas paralelas; además. sustituyamos los incrementos de las fun- 
ciones por sus diferenciales correspondientes. De este modo, menos- 


12 * 
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prcciemos las infinitesimales de ordeu superior en comparación 
con las Au, Au. En este caso, las fórmulas (3) toinan la forma: 


x , = (p (u, í’), #i = (u, 

Xn = w (i/, v) — A u, Ih = I)- (u, r) -f — Au, 

du óu 


Xf = cp («, r) -}- — Au -f — A/-, 1/3 = t ¿') + — Au + Av, 

du dv du dv 


d<p 

x. = ip (u, v) H-Ai’, 

dv 


chb 

<Ji='P (u. u) + - 7 - Au. 

dv 


(3') 


Hechas las suposiciones mencionadas, podemos considerar el 
cuadrilátero curvilíneo P,P 2 P¡Pi como un paralelógramo. Su área 
As es aproximadamente igual al área duplicada del triángulo 
P\P?.P 3 , y se determina medianto la aplicación de la fórmula co- 
rrespondientc de la goometría analítica: 


■|(¡ 


^Au + ^ 

du dv 


\r 1 - 

/ dv 


//ll> 

A11 Ai> 


rltp dlp 

dtp 

//i|> 

du 

- /V/al’ 

dv 

- UiU LXl/ 1 

dv du 

Ou dv 

0v 

du 


dtp df 
du dv 


<?i|) dty 
du dv 


AuAu. 


Las lineas verticales secundarias exteriores dc Ja 
significan que ésta se toma por su valor absoluto. 
la dcsignación: 


dtp d<p 
du dv 

du dv 


= /. 


determinante 

Introduzcamos 


Por consiguicnle, 


As« |/|As'. 


( 4 ) 
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La delerminante / se Haina deíerminante funcional o jacobiano 
(por el nonibre del matemático alemán Jacobi) de las funciones 
9 (u, f) y if (u, i>). 

La igualdad (4) es sólo aproximada, puesto que, al calcular el 
área de As, hemos menospreciado las infinitesimales de orden supe- 
rior. Sin cmbargo, cuanto menores son las dimensiones de los domi- 




nios parcialas As y As', tanto más precisa será la igualdad. Pasando 
al límite, la igualdad comienza a ser prccisa, cuando los diámetros 
de Ios dominios parciales As y As' tienden a cero: 

ls As 

lim --. 

illám A* As' 

Apliquemos ahora la igualdad obtenida al cálculo de la integral 
doble. En victud de la igualdad (2), podemos escribir: 

2/ (*. y) As « (“. ») 1 1 1 As' 

(la suma integral del scgundo miembro se extiende por el dominio D'). 
Pasando al limite, cuando diám As' —* 0, obtenemos la igualdad 
exacta: 

H /(*• y)dxdy = \\ F(u, v)\I\dudv. (5) 

D D■ 

Esta es la fórmuta de transformación de las coordenadas dentro dc la 
integral doble. Ella permite reducir el cálculo de una integral doblo 
extendida por el dominio D al cálcnlo de una integral doble exten- 
dida por el dominio D', lo que puede simplificar el probleina. 

La primera demostración rigurosa de esta fórmula pertenece al 
distinguido matemático ruso M. V. Ostrogradski. 

Observación. EI paso de las coordeuadas rectangulares a las 
polares. examinado en el párrafo anterior, es un caso particular 
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del cambio de variables en una integral doble. Aqui tenemos u — 0, 

® = p: 

x — p cos 0, y — p sen 0. 

E1 arco AB (p = p,) de! plano Oxy (fig. 304) está representado 
por la recta A'B' en el plano O0p (fig. 305); el arco DC (p = p 2 ) 
del plano Oxy, por la recta D'C' en el plano O0p. 

Las rectas AD y BC del plano Oxy están representadas por las 
rectas A'D' y B'C' en el plano O0p. Las curvas ¿, y Z- 2 se represen- 
tan por las curvas L\ y L' t . 

Calculemos el jacobiano de la transformación de las coordenadas 
cartesianas x e y en las polares 0 y p: 

dx dx | 
j _ dQ d p 

dy dy 
dO dp 

Por consiguiente, | / | = p, entonces 

fl ® 3 (0) 

H/í*. y)dxdy=¡ ( 5 F(Q, p) p dp )dQ. 

D a ®,(0) 

Esta es la fórmula obtenida en el párrafo antcrior. 


psen 0 cos 0 

pcosOsenO 


= — p sen 2 0 — pcos 2 0 = 


Ejemplo. Calcular la integral doble 
J J (y — x)dxdy 
ü 

donde D es el dominio del plano Oxtj li- 
mitado por las rectas 

, , . 1.7 


0 1 u E1 cálculo directo de esta integral 

doble sería una tarea dificultosa, pero 
Flg. 306 ua cambio simple de variables permito re- 

ducirla a la integral por un rcctángulo, 
cuyos lados son paralelos a los ojes de coordenadas. 

Pongamos 

u = y—x, o = í+y*. ( 6 ) 


Entonces, las rectas y=* + l, y=r — 3 serán representadas respectivamonte 

por las reclas u = t, u=—3 en el plano Ouv ; las rcctas y=— + 

1 , c , 7 

¡/=— 3 ^ + 5 , por las o = -g-, a = 5. 
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Por tanto, el dominio dado D será representado por el dominio rectangu- 
lar D' expuesto en la fig. 306. Nos queda calcular el jacobiano de transfor- 
mación. Con este fin expresemos reyen función de u y v. Resolviendo el 
sistema de ecuaciones (6), obtenemos: 

3,3 1.3 

I= _4 U+ Í I ' ; *' = T“ + T"- 


Por consiguiente. 


ilz dz 


3 3 

du dv 


_íí 

dy dy 


1 3 

du dv 


4 4 


j>__ 3__ _ 3_ 

16 18~ 4 ’ 


y el valor absoluto de jacobiano es |/| = -^-. Por eso, 

ss[( + t“ + ^)-(-4“ + ^)]4— 


5 t 


^^-2-ududo=ij ^ — u du dv^ 
7 -3 


— 18. 


§ 7. CALCULO DE LAS AREAS DE SUPERFfCfES 

Supongamos que es preciso calcular el área de una superficie 
limitada por una curva F (fig. 307); sea dada la superficie por una 



ecuación z — f (x, y), donde la función f (x, y) es continua y tiene 
las derivadas parciales continuas. 

Sea L la proyección de la curva /’sobre el plano Oxy. Desiguemos 
por D el dominio del plano Oxy, limitado por L. 
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Dividamos arbitrariamente el dominio D en n dominios parcia- 
les o elementales As„ As 2 , .... As„. Tomemos en cada dominio 
parcial As, un punto arbitrario P¡ (\¡, t)i). A1 punto P ¡ correspon- 
derá un punto en la superficie 

Mtilu ili. /(£«. 'li))- 

Por el punto M¡ tracemos un plano tangente a la superficie. Su 
ecuación será: 

z — z¡==1' z (\¡, r\¡) (x — \¡) + f t (l¡, r),) (í/ — T),) (1 ) 

(véase § 6, cap. IX, tomo I). En este plano elijamos un dominio 
parcial Ao¡ tal que se proyecta sobre el plano Oxy en forma del 
dominio elemental As¡. Consideremos la suma de todos los dominios 
elementales Ao¡: 


2 Ao¡. 
i=i 

E1 límite o de esta suma, cuando el máximo de los diámetros 
de Ao¡ tiende a cero, llamemos área de la superficle, es decir, según 
la definición, pongamos: 


o= lím 2 Ao ( . (2) 

dlím ao¡—0 1=1 


Calculemos ahora el área de la superficie. Designemos^ por y¡ 
el ángulo formado por el plano tangente y el plano Oxy. Basándonos 
en la fórmula conocida de la geometría analítica, podemos escribir 
(fig. 308): 

As¡ = Ao¡ cos yi 
ó 


Ao, = -^_. (3) 

cosy, 

E1 ángulo y¡ también está formado por el eje Oz y la normal al 
plano (1). Por eso, en virtud de la ecuación (1) y de la fórmula co- 
rrespondiente de la geometría analítica tenemos: 


üus y | = — -■ • 

Vi+/?«,. ni)+/?««. ’ü) 

Por consiguiente, 

ao,=vi+/?(!,. ^+ rta ,, m) as¡. 

Poniendo esta expresión en la fórmula (2), obtenemos: 

o= lím 2 Vl +/?(!„ ,)+fj(\„ t],) As¡. 

dlám As,-»0 1=1 
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Como el límite de la suma integral del segundo miembro de csta 
última igualdad es, según la definición. la integral doble 

!! 

D 

en difinitiva, tenemos: 

-II 

D 

Esla es la fórmula que permite calcular el órea de la superficie 

2 = / (*. y)- 

Si la ecuación de la superficie es dada en la forma 
x = p (i/, z) o en la forma y = x (*, 2 ), 



Fig. 309 



entonces las fórmulas correspondientes, para calcular las superficies, 
tienen la forma: 



D" 


donde D' y D’ son los dominios de los planos Oyz y Oxz en los 
cuales se proyecta la superficie dada. 

Kjemplo 1. Calcular la superíicie o de la osfera 

Solución. Calculemos la superficie de la mitad supcrior de la esfera 
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(fig. 309). En oste caso teneraos: 

dz _ x 

dx ' 

<Í2 y 

d y ~~ y/í2_ I 2_ : p’ ' 

Por tanto, 

_«_ 

V T U;i r U»j K Ht-xt-y* y fí2-x*-y* ' 

E1 dorainio de integración está detorrainado por la condición 

**+ » 2 < « 2 - 

,- Así, cn virtud de la fórmula (4), teneraos: 

* r vra 

■}■— U \ fi — . dy) dx. 

- « * «_ y /i *—**—#* ' 

Pava calcular la integral doble obtenida, 
paseraos a las coordenadas polares. En estas 
coordenadas la ecuación de Ia frontera del 
dominio de integración esp—Ji. Por consi- 
gnienle, 

0=2 í (? vW = ñ pdp ) d0= 



r¡g. 310 = 2fí § | - yn * - p«|” rfO = 2 « § R dü =- 4n/f*. 

o n 

Kjemplo 2. Hallar el área de la parte de la superficie del cilindro 

í* y* = a* 

la cual se recorta por otro cilindro 

X* + 2 * = fl*. 

Solución. En la figura 310 está expuesta la parte octava de la siiperficio 
buscada. La ecuación do la superiicie es p=V a *—**¡ P° r ofo ' 
d V _ 1 . 3}L—n. 

ÓX -l/at—rt ’ l>Z 


—f - ; ÜL = o- 

y a* — x* dz 


1+ © 2+ (íf)' = j/ 1 + 7*S= y a -rrT* ' 

E1 dominio de integración es una cuarta parte del círculo, es decir, so 
determina por las condiciones siguientes: 

**+**< a! . *>0, *> 0 . 

Por consiguiente, 

a Va*—x* (i V a*_x* n 

T°-S ( 5 v¿fe? <,í ) dI=a S vrar 

0 0 r 0 0 

0 = &a*. 
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§8. DENSIDAD DE DISTRIBUCION DE LA MATERLA 
Y LA INTEGRAL DOBLE 


Supongamos que cierta materia está distribuida en el dominio D 
de modo que cada unidad del área D contiene una cantidad deter- 
minada de ésta. Se trata aquí de la distribución de la masa, aunque 
nuestros razonamientos siguen en vigor cuando hablemos de la 
distribución de carga eléctrica, cantidad de calor, etc. 

Examinemos un dominio parcial arbitrario As de D. Sea A m 
la masa de la materia distribuida en este dominio parcial. Entonces, 


la razón se llama densidad superficial media de la materiaen As. 


Suponemos ahora que el dominio parcial As disminuye, redu- 
ciéndose, finalmente. al punto P (x, y ). Examinemos el límite 


A m 

lim —.—. 
As-*0 As 


Si este límite existe, él deponderá, en caso general, de 


la posición del punto P, es decir, de sns coordenadas ic j, repre- 
sentando en sí cierta función / (P) del punto P. Este límite lo lla- 
maremos densldail superficial de la materia en el punto P: 


lim 

4s •!) 


~~ = f (P) =1 (*. 

As 


y). 


(D 


Así, la densidad superficial es una función / (x, y) de las coor- 
denadas del punto examinado en el dominio. 

Supongamos, ahora, inversamente que en cl dominio D está 
dada la densidad superficial de cierta materia coino una función 
continua / (P) = / (x, y)\ cs preciso determinar la cantidad total 
de la materia M que sc contiene en D. Dividamos el dominio en los 
dominios parciales Asi (t = 1, 2. . . ., n), y en cada de ellos tome- 
mos un punto P¡. Entonc.es, / (P¡) es la densidad supcrficial en el 
punto P |. 

EI producto / (P¡) A s¡ nos da la cantidad de la materia contenida 
en As, (con la precisión de hasta las infinitesimalcs de orden supe- 
rior), mientras que la suma 

Ü/(/',) A»i 

i—i 

expresa aproximadamente ia cantidud total de la suhslancia distri- 
buida cn el dominio D. Pero ésta es la suma integral para la fun- 
ción / (P) en D. E1 valor preciso lo obtenemos pasando al limite, 
cuando A s¡ -r- 0. 
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Por consiguiente*), 

M = lím 2 / (P¡) As¡ = J 5 / (P) ds = H / (x, ¡/) dx c/j/. (2) 

A«|*=OI=l D O 

es decir, la cantidad total de materia en el dominio D es igual a la 
integral doble por D de la densidad / (P) — f (x, y) de esta subs- 
tancia. 

Eiemplo. Determinar la masa de una plaoa redonda do radio /f, si (a 
densidad superficial / (x. y) del uiaterial en cada punto P (x, y) ea propor- 
cional a la distancia del punto (*, y) al centro de la placa, es decir, si 

/(*, y)=ky7rrp. 

Solución. Según la fórmula (2), tencmos 

M = J J k y z* -j- yS dr dy. 

D 

donde el dominio de integración D es ol circuio 
Pasando a ias coordenadas polares, obtenemos 
2n K H 

M=k § ppdp) d0=.k2n~ I =-| *n«3. 

0 0 A 

§ 9. MOMF.NTO l)E INERCU DEL ARKA DE VNA V'IGLHA l’LANA 

Se llama momento de inercia I de un punto material M de masa m 
respccto a un cierto punto 0 al producto de la ntasa m por el cuadrado 

de la distancia r entro los puntos M y O: 

I — mr 2 . 

E1 momento de inercia de un sistema 
de puntos materiales m u m 2 , . . ., m„ 
respecto al punto O es la suma de los 
momentos de inercia de los diversos pun- 
tos del sistema: 

1= 2 m.rl 
I—i 

Determinemos, ahora, el momento de inercia de una figura 
material plana D. 

Supongamos que la figura D está situada en cl plano de coorde- 
nadas Oxy. Determinemos el momento de inercia de esta figura 
respecto al origen de coordenadas, suponiendo que la densidad 
superficial es por dondequiera igual a la unidad. 

Dividamos D en los dominios parciales A S¡ (i = 1, 2, . . ., n) 
(fig. 311). En cada dominio parcial tomemos un punto P¡ de coor- 

•) La expresión &s¡ -*■ 0 significa aquí que el diáinelro de A s¡ tiende a cero. 
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denadas ii/. E1 producto de la masa del dominio parcial A S, 
por el cuadrado de la distancia r\ — |¡ -f- r)f, se llama momento 
elemenlal de inercia A I¡ de A S 

A/ = a? + nf) AS,. 

Forinemos la suma de estos momentos: 


«67 + n<) A 5 ( , 

i—i 

la que es, al mismo tiempo, una suma integral para la función 
/ (x, y) = z* + y 2 por el dominio D. 

Determinemos el momeuto de inercia de la figura D como el 
límite de esta suma integral, cuando el diámetro de cada A S, tiende 
a cero: 


I 0 = lím ( 6 * + n?) AS’i- 

illám aS|-»o i=i 

Pero, el límite de esta suma cs la integral doble H (z l -¡ y 1 ) dx dy. 

Por consiguiente, el momento de inercia de la figura D respecto al 
origen dc coordenadas es igual a: 

/o= 55' tf + ftdxdy, (1) 

ri 

dondo D es el dominio coincidente con la figura plana dada. 

Las intcgralos 

I xx =í¡y 2 dxdy, (2) 


/ i/í = 51 x 2 dxdy 

D 


(3) 


se llaman, respectivamcntc, los inomentos de inercia de la figura ü 
respecto a los ejes Ox y Oy. 


Kjomplo 1 . Calcular .-1 mommio Je inercia dcl áren Je circulo U dc 
radio /<, reapccto al contro O. 

Soluclón: Segúu la íórmula (I), teneinos: 

/o“ JS (i>-rv*)dxdv. 

D 

i'ara calcular csta integral. pasarcmas a las coordcnadas polarcs 0, p. 

La cc.uaciún de la circunferencia on coordenadas polares es p = /f. 
Por cso. 

/ 0 =5 (JpápdpJje^ 4 . 

0 0 


Observación. Si la densidad superficial y no cs igual a 1 y es 
una cierta función do x e y, es decir, y - y ( x , y), entonces la masa 
del dominio parcial Aó’¡ será iguai a y (|¡, q¡) A S¡ (con precisión de 
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hasta las infinitesimales de orden superior) y por esto, el momento 
de inercia de una figura plana respecto al origen de coordenadas, será: 

/« = J' í V (x, y) (x 2 + y 1 ) dxdy. (1') 

D 


Ejemplo 2. Calcular el raomento de inercia de la figura matorial plana 0 
limitada por lae líneas = i — x=0, y = 0, respecto al eje Oy, si la densidad 

superficial en cada punto es igual a y (fig. 312). 


Solución. 

V-S ( l yx*dy)dx=l^f 
0 0 0 



1 

J*»(l-*)d*-¿. 

o 


Elipse de inercia. Determinemos el momento de inercia de una 
figura plana D respecto a cierto eje OL que pasa por un punto 0 
tomado por el origen de coordenadas. 

Sea cp el ángulo formado por la recta OL con la dirección posi- 
tiva del eje Ox (fig. 313). 

La ecuación normal de la recta OL es 

x sen ip — y cos <p = 0 . 


La distnncia r de nil punto cualquiera M (x, y) a esta rect; es 
igual a r = | x sen ip — y cos tp |. EI momento de inercia / del 




área D en relación a la recta OL, según la definición, se expresa 
mediante la integral 

/ = j J r~ dx dy = J J (x sen <p — y cos <p) 2 d.r dy = 

D D 

= sen 2 <p jj J x 2 c¿r dy — 2sen <pcos <p J J xy dx dy + cos 2 <p J J y 2 dxdy. 

D D D 
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Por tanto, 

/ — /,,,, st'ii* <p — 2 I xu sen <p cos <p — /** cos : <p, (4) 

ponde I n = [I jpdxdy es el momento de ineicia de la figura 

u 

respecto al eje y; I xx — $$ y 2 dxdy es el momento de inercia de la 

v 

misma respccto al eje x, y, además: 

/*»••= JS xydxdy. 

D 

Dividiendo todos los términos de la últiina ecuación (4) por I 
obtenemos: 

Tomemos en In recta OL un pnnto A ( X , Y) tal, que sea 

UA = . 

V/ 

Distintos valores de / y diferentes puntos A corresponden a vatias 
direcciones del eje OL , es decir, a diferentes valores del ángulo <p. 
Hallemos el lugar geométrico <le los puntos A. Es evidente, que 


X = —= cos <p, 
VI 


Y = —= scn <r. 

Ví 


En virtud de la igualdad (5), las magnitudes X c Y están entre- 
lazadas por la correlación 

1 = I xx X* - 2 I xv XY + /„y*. (6) 

De este modo, el lugar geométrico de los puntos A (X , Y ) es la 
cui va de segundo grado (0). Ucmostremos que esta curva esuna elipsc. 
Tenemos la siguiente desigualdad, llamada de Buniakovski*) (mate- 

*) Para demoslrar la desigualdad de Buníakovski examinemos la siguiente 
desigualdad evidente : 

SJ UO. !/) — >■' P(*. !/)l l d*d»>0, 
b 

dondo X es una constante. 121 signo de igualdad pucde lener lugar sólo en 
el caso, en <jue / (x, y) — X<p(í, v) <= 0, es decir, cuando /{*, p(x, y). 

Si suponemos qne ^ ^ const = X, siemprc tendrá lugar el signo do 

desigualdad. Así, ahriendo los parénlesis bajo el signo de integral, obtenemos: 

Jí/*(*. y) <1* d’J — 2X J J / (x, j/)<p(*, y)dzdy + W j J q.2 (*, y)dxdy>0. 

D ‘u ‘d 


Analicemos la expresión del primer miembro como una función de X. Es un 
poUnonvio de segundo grado que nuuca sc anula. Por tanlo, sus raíces son comple- 
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mático ruso): 


(J)' xydxdyfc (J J x' dx dy ) $)' y~ dx dy ) 


0 . 

Así, el discriininante de la curva (6) es positivo y, por consiguien- 
te, ósta es una elipse (fig. 314). Esta elipse se llama elipse de inercia. 
La noción de elipse de inercia tiene gran importancia en mecánica. 

Notemos que las longitudes de los 
ejes de la elipse de inercia y su posición 
en el plano dependen de la forina de la 
figura plar.a dada. Como la distancia entre 
el origen de coordenadas y un punto arbi- 

trarioA de la elipse es igual a y = , dondc / 

es el momento de inercia de la figura res- 
pecto al eje OA, por tanto, al construir la 
• - elipse, es fácil oalcular el momento de iner- 

I cia de la figura D respecto a una recta cual- 

Fig 314 quiera, que pasa por el origen de coorde- 

nadas. En particular, es fácil ver que el 
momento de inercia de la figura es máximo respecto al eje peque- 
ño de esta elipse, y mínimo, respccto a su eje grande. 




§ 10. COORDENADAS DEL CENTRO DE GRAVEUAO 
DEL AREA DE UNA FIGURA PLANA 

llemos indicado en el § 8 del capítulo XII (tomo I), que las 
coordenadas del centro de gravedad de un sistema de puntos materia- 
les P u P 2 , . . ., P n (de masas m u m 2 , . . ., m^, respectivaraente) 

jos, lo que puede tenor lugar sólo en cl caso cuando ol discriminante, formado 
de los coeficientes del polinomio cuadrático sea ncgativo, es decir: 

(JS /?dy)*—Jj¡ /*d*dg JJ <?*dx dg < U 

D D D 

Ó 

(f J l<fdxd u y< J J l*dx dy J J yidxdv. 

D D D 

Esta es U desigualdad de Buniakovski. En nuestro caso /(*, ¡/) = x, 


«) 


= e, — afc const. 
V 


La desigualdad de Buniakovski siempre se usa en diferentes ramas de las 
matemáticas. En varias obras esta desigualdad erróneamente se llama desigual- 
dad de Schwarz. Buniakovski la publicó (junto con otras desigualdades 
importantes) en el año 1859, mientras que Schwarz lo hizo 16 años después. 
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se determinan por las fórmulas: 

2 *¡ni ¡. 


2 


m¡ 


Uc-- 


2 * 


y¡m, 


2 rn ¡ 


( 1 ) 


Determinemos, ahora. las coordenadas del centro de gravedad 
de una figura plana D. Dividámosla en los dominios parciales A S, 
muy pequeños. Si suponemos que la densidad superficial es igual 
a 1, ía masa del dominio parcial será igual a su área. Si con- 
vencionalmente suponemos que toda la masa de AS, está concentra- 
da en alguuo de sus puntos P, (| t , i\¡), podemos considerar la figura 
D como un sistema de puntos materiaies. En este caso, en virtud 
de las fórmulas (1), las coordenadas del centro de gravedad de esta 
figura serán determinadas, aproximadamente, por las igualdades: 

2" l¡ A S, 2" il, A S, 

*• * -t=í-= « - hh , -• 

2 A5, 2 AA*, 

»-1 1-1 


Pasando al límite, cuando AS, -*■ 0, las sumas integrales en los 
numeradores y los denominadores de las fracciones se transforman 
en las integrales dobles, con lo qtie obtenemos las fórmulas exactas 
para calcular las coordenadas del centro de gravedad de una figura 
plana: 

Hxdxdy llydxdy 

f í dx dy U ' \\dxdy ^ 

tl D 

Estas fórmulas deducidas para una figura plana de densidad superfi- 
cial igual a 1 son válidas, también, para cada figura, que tiene 
otra densidad y cualquiera, constante en todos los puntos. 

Si la densidad superficial es variable: 


y = y (*. y). 

las fórmulas correspondientes toman, entonces, la forma: 

ÜVlx, y)xdxdy ü V(x, 'j) ydxdy 

x _ Jl— _. u =— _ 

í 1 Y (*. y)dxdy c JJyÍI. y)dxdy 

D D 

Las expresiones 

M v =s J J y(x, y)xdxdy y M x = ¡ J y (x, y) y dx dy 

D D 

se llaman momentos estáticos de la figura plana D reapecto a los 
ejes Oy y Ox. 
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Integralrs múlliples 


La integral JJ y (x, y) dx dy expresa la magnitud de la masa 
de la figura examinada. 

Ejemplo. Deterininar las coordenadas del ccnlro de gravedad de la cuarta 
parte de la elipse (fig. 315) 

iL + J!Í = , 

a.1 ^ 6 * ’ 

suponiendo, que la densidad superficial en todos lus puntos es igual a 1. 



n I n 


H S idyjdx ÍL J y a *-x*xdx _^.. T (a»-r2) s '* 


/- t'ulTTi 

<1 I (I 

H S 


. aab 


1 

~r nab 
4 


D 4a 
-= 3n ’ 


dy jdx 


/- ►'ou-.v» 
■11 a 


H S l/dy jdr 


-r nah 
4 


4/< 

3n 


§ 11. INTEGRAL TRIPLE 

Sea dado en el espaeio cierto dominio V. limitado por una sttper- 
ficie cerrada S. Supongamos que en el dominio V y en su frontera 
está definida una función continua / (x, y. z), donde x , y, z son 
las coordenadas rectangulares de un punlo del dominio. Para preci- 
sar las ideas en el caso. en que / (x. y, z) 0. podemos suponer 
que ésta representa la densidad de distribución de cierta materia 
en el dominio V. 

Dividamos el dominio V arbitrariamente en dominios parciales 
A v¡, designando con el símbolo Awj no sólo el dominio elemental, 
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sino también su volumen. F.n cada Ai>¡ tomemos im punto arbitrario 
Pi y designemos por / (P¡) el valor de la función / en este punto. 
Formemos la suma integral 

2/(J»i) Av f (1) 

y aumentemos indefinidamente el número de los dominios parciales 
de modo que el diámetro máximo de tienda a cero*). Si la 
función / (í, y, z) es continua. existe el límite de las sumas integra- 
les de la fonna (1), donde al Iímite se le da el mismo significado, 
que hemos dado durante la determinación de la integral doble**). 
Este límile, que no depende del modo de dividir el dominio V, ni 
de la manera de eltgir los puntos P h se designa por el símbolo 

JH / (P) dv y se llama integral triple. Así, según la definición, tene- 
mos: 

lim ’Zf(Pi) Ai; ( = J SS l(ñ do 

dUm Arj -*0 V' 

Ó 

555 /( p ) A) ' = i i S / (*. y. Z) dr dy dz. (2) 

v V 

Si considcramos / (x, y, z) como la densidad volumétrica de la 
distribución de una materia en un dominio V, la integral (2) nos 
dará la masa de toda la substancia contenida en el voiumen V. 

§ 12. CALCfLO ÜE LA INTEGRAL TRIPLE 

Supóngase que un dominio espacial (tridimensional) V, limitado 
por una superficie cerrada S, tiene las siguientes propiedades: 

1) toda recta paralela al eje Oz. trazada por un punto interior del 
dominio V (es decir. por un punto que no pertenece a la frontera S) 
corta la sup'erficie 5 en dos puntos; 

2) todo dominio V se proyecta sobre el plano Oxy en forma 
de un dominio regular (de dos dimensiones) D; 

3) toda parle del dominio V. separada por un plano paralelo 
a nn plano de coordenadas cualquiera (Oxy, Oxz, Oyz), también 
posee las propiedades 1) y 2). 

Un dominio V que tiene las propiedadcs indicadas se llama 
dominio regular tridimensional. 


*) Se llama diámelro del dominio parcial Aiij la dislanria máxima entre 
los puntos de su frontera. 

**) Admitamos sin demostrarión este teorema sobre la existenria del 
líniite de las sumas integrales (es derir, la existencia de la integral triple) que 
tienc lugar para toda función continua en un dominio cerrado V, inrluvendo la 
frontera. 


13 * 
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Estos dominios tridimensionales regulares son, por ejcmplo, 
un elipsoide, un paraleleplpedo rectangular, un tetráedro, etc. En la 
figura 316 se da un ejemplo del dominio tridimer.sional irregular. 
Eu este párrafo examinemos sólo los dominios regulares. 




Sea z = x (x, y) la ecuación de una superficio que limita ol 
dominio V por debajo, y 2 = i|) (x, y), la de una superficio que limi- 
ta V por arriba (fig. 317). 

Introduzcamos la noción do una integral iteracla de tercer oi den 
lv, extendida por el dominio V, do una función de tres variables 
/ (x, u, z) definida y continua en V. Supougamos que la proyección 
del dominio V sobre el plano Oxy es el dominio D que está limitado 
por las líneas: 

y = <Pi (*)• » = «Pz (*). x = a, x = b. 

En este caso, la integral iterada de tercer orden de la función 
/ (x, y, z) por el dominio V se determina así: 
b Mx. u) 

/r = !( i [ S / (*. y. 2 ) <&] dy\ dx. (1) 

n ®,(x) x<*. S>' 

Notemos que, como el resultado de la integración respecto a 2 , y 
la sustitución de los límites en las llaves, obtenemos una función 
de x e y. Luego, se puede cajcular una integral doble de esta función 
extendida por el dominio D, como lo hemos hecho anteriormente. 

Demos un ejemplo del cálculo de una integral iterada de tercer 
orden. 

Cjemplo 1. Calcular la integral iterada de tercor orden de la funciún 
/í*. !/• z ) = xyz, extendida por el dominio V limitado por lca planos 

x — 0, y — 0, z = 0, x y + s = 1. 
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Solución. Este dominio es regular: pucsto que está limitado por encima 
y por debajo por los planos z = 0, z — 1 — * — y, respectivamente y, además, 
su proyección sobre el plano Oxy representa un dominio regular plano D que es 
un triangulo limitado por las rectas *=0. y = 0, y=l — * (fip. 318). Por 
eso, la integral iterada de tercer orden sc calcula de la manera siguiente: 

l-*-w 

/V=HI í *V*d*]do. 

D 0 

Poniendo los limitos en la integral iterada de segundo orden extendida por 
el dominio D, obtenemos: 


l_x l-i_„ 


'v 


SÍ l [ S x »tdz]dy} dr= j { l 


1—* r=l— x-u 
xyz * 

~ I 
'0 1-0 


dpj 


dxc 


1 I-* I 

“-g- | { § *!í(l — r— y>2(i!/| dx = ^ (1— x)*dx-~ ~ . 

Aiialiceruos, ahora, algunas propiedadrs de la integral itcrada de 
tercer ordcn. 


Propiedad 1. Si el dominio V está dividido en dos dominios V¡ 
y V-> mediante un plano paralelo a cualquiera de los planos de coorde- 
nadas, la integral iterada de tercer orden 
extendida por el dominio V es igual a la 
suma de intcgrales iteradas de tercer orden 
extendidas por los dominios V, y Vo. 

No liace falla repetir aquí la deinos- 
tración de esta propiedad, pues, es idéntica 
en todos los punlos a la apíicada en el caso 
de la inlegral iterada de segundo ordcn. 

Corolario. C.ualquiera que sea el modo 
de dividir el dominio V en un número finito 
de domiuios Pi, . . ., V„ mediantc planos 
paralelos a los pianos de coordenadus, se 
verifica la igualdad: 

¡v =Jy t + /v,+ ••• t /v„- 

Propiedad 2 (Teorema sobre la evaluación do una integral iterada 
de tercer orden). Si m y M son valores mínirno y máximo, respectiva- 
mente, de la función f (x, y, z) en el dominio V, se verifica la desi- 
gualdad: 

mV < / v < MV, 

donde V es el volumen del dominio dado y / v , la integral iterada de 
tercer orden de la función f (x, y, z), extendida por V. 
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Deinostración. Evaluemos ai principio la inlegral interior 
que forma partc de la integral iterada de tercer orden / v --= 

»(■>:. V) 

= HI J f (x. y, z) d:\da: 
i> x<*. v) 

*<•>’. V' *(x. #1 í<i- l/l 

i / (-r, ;/, rfz < J .V/ r /2 = A/ J' dz = 

X<v. i/> x<*. t/i X<a- l/> 

*<»-. i/> 

= . 1/2 | =A/[i|)(j. y) - x(r. !/)|- 

x<>. i/i 

Asi, la integral interior iio supera a la expresión M [i|-(j'. y)—x(x, y) I. 
Por consigniente, en virtud del teorema del § 1 sobre las integrales 
dobles, designando por D la proyección del doininio V solire el plano 
Oxtj, obtenemos: 

*(*. i/l 

l v=l i’ I 5 / (x. IJ, z) dz |do < J J ,1/ |if (j:. ;/) - * (•*. !') ^ = 

U X<v. l/l II 

= •*/ 1’ i l*t> (•*•. </) - X<x. y) | </o. 

Pero, la última integral iterada de segundo urden es igual a la 
integral doble de la función (x, y) — x (x. y) y, por tanto, al 
volumen del dominio comprendido entre las superficies z % (x. y) 
y z i|i (x, tj), es decir, al volumen del dominio V. Por consiguiente, 

Iv < MV. 

De modo análogo demoslremos quc / v >- mV. La propiedad 2 qucda 
asi demostrada. 

Propiedad 3 (Teorema de la media). La integral itcrada de 
tercer orden / v de una función contlnua f (x, y, z) exlendida pur el 
dominio V es igual al productv de su volumen V por el valor de la fun- 
ción en un cierto punto P del dominio V. e.v decir. 

Il »;(*) 1|<*. Ifl 

/v = 5 I / I S / (x. y, z) dz\dy\ dx = f (P) V. (2) 

a ip,(*l x<x l/l 

La demostración de esta propiedad es análoga a la que hcmos dado 
durante la demostración de semejantc propiedad para la integra! 
doble (véase § 2, propiedad 3. fórmula (4)). Ahora podremos demos- 
trar el teorema sobre el cálculo de la integral triple. 

Teorema. La integral triple de una función f (x. y, z), cxtendida 
por un dominio regular V es igual a la integral iterada de tercer 
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orden extendida por el niismo dominio-, es decir, 

b <¡i,(x ) «(»-. 1() 

SSJ/(*. y • *) dv = JI J i 5 /(•*■. y . z)dz]rf¡/l dx. 

V a t,(x) x(x. !/> 

Demostración. Dividamos el dominio V mediante planos parale- 
los a los planos de coordenadas en n dominios rcgulares: 

Av, -r Ai> 2 + . . . + Ai» n . 

Designemos con ly, como heraos hecho anteriormente, la integral 
iterada de tercer orden de la función / (j:, y, z) extendida por el 
dominio V y con I¿v t , la integral iterada de tercer orden extendida 
por Aü(.. En virtud del corolario de la propiodad 1 se pnede escribir 
la igualdad: 

ly — l&v¡ + /¿v, + ••• + (^) 

Transformemos cada sumando dcl 'segundo miembro de esta ecuación 
según la fórmula (2): 

/ v = / (/>,) Au, + / (/',) Ao. + . . . I / (/ J „) A(4) 
donde P, es cierto punto de Ai’¡. 

En el segundo miernbro de la igualdad (4) tenemos una suma 
integral. Según la hipótesis, la funcióu / (z, y, z) es continua en 
el doininio V, por Lo cual, cuando el diámetro ináximo de A u, ticn- 
de a cero; el limitc de esta suma existe y es igual a la integrai triple 
de la función / (x, y, z) extendida por el dominio V. Así, pasando 
al limite en la igualdad (4), para diám Av, -*■ 0, obtenemos: 

/v=HÍ/(*> y . z)*’. 

V 

o, en definitiva, camhiando de lugar las cxpresiones del primer 
y segnndo micmbros, tencmos: 

JJ'.W(*. y- z )dv = j ¡ J | J f(x, y, z)dz\dy\dx. 

V a ».|(*) »(»'. ./> 

El teorema queda demostrado. 

Aquí, z — % (x, y) y z — xf 1 (x, y) son ecuaciones de las super- 
ficies que limitan el dominio regular V por debajo y por arriba. 
Las líneas y «pi (r). y ip. (x), x a. x b, limitan el dominio 
D que es ia proyección de V sobre el plano Oxy. 

Obscrvación. Iguai que en cl caso de la integral itorada de seguudo 
orden, si la forma del dominío V' lo permite. se puede formar la 
integral iterada de tercer orden con otra succsión de la integración 
respecto a las variables y con otros límites. 

Cálculo del volumen ile un cuerpo mediante la integral iterada 
de tercer orden. 

Si el integrando / (z. y, z) —- I. la inlegral iterada de tercer 
orden extendida por el dominio V expresa el Volumen V de este 
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(lominio: 

V = J J J dx dy dz. 
v 


Ejcmplo 2. Calcular ei volumen de un elipsoiJe 

*L . j£ . iL i 

a 2 ' T C S - ’• 



fig. J/9 


I.a proyeccion de esle elipsoide sobre el plano Ori/ (dominio O) es la elipse 
x 2 y2 

■J 5 - + -J 5 - = 1. Por consiguienle, reduciendo a la integral iterada de tercer 
orden, ohtenemos: 


s s 




J_* 


ííy láj' 


-»s s 


^ 1 ~-¿T--W dy dx ■ 


Durante el cálculo de la integral interioi consideremos * constante. Ilaga- 
mos sustitución: 

W / W 

1 — -jj- sent, dy = b p 1 —-^j-cos tdt. 

La variable y varía desde —ftj/1 — -¿ 5 - hasta b j/1 — -^ 3 - , por lo que 1 
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varía desde — i hasta —. Poniendo los nuevos límites en la intogml, 
obtenemos: 

n 

V = 2c S [ l y/ (‘“"S - ) ~ ( 1- 7r) se,,2í 6 V *— S - coaídí] = 

-a __n_ 

“ 2 

n 

= 2c6 l [(l-g-) f COS* ( dlj dx- -$L l («._*.) 

— n n —a 

4 

Así, V=*—- jioftc. Si a = b = c, obtenomos el volumen de una esfera: 

§ 13. CAMBIO DE VARIABLES EN UNA ÍNTEGRAL TRIPLE 

1. Intcgral triple en coordenadas cilindricas. En las asi llamadas 
coordenadas cilíndricas la posición del punto P en el espacio se 
determina mediante tres números G, p, z, donde 0 y p son las coor- 
denadas polares de la proyección del punto P sobre el piatio Oxy, 



Fig. 320 Fig. 321 


y z es Ia cota del mismo punto P, es decir, su distancia basta el 
plano Oxy; la última tiene el signo «más», si el punto se encuentra 
encima del plano Oxy y el signo «menos», en el caso contrario 
(«g. 320). 

Uividamos el dominio tridimensional dado V en volúmenes ele- 
mentales mediante las superficies de coordenadas 0 = 0,, p = p Jt 
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z z ft las q\ie son, respectivamente, semiplauos que contienen el 
eje Oz, cilindios circulares cuyo eje coincide con el Oz, planos per- 
pendiculares al eje Oz. E1 voliinien eleniental es, entonces, un prisma 
curvilíneo representado el la fig. 321. E1 área de la base de este pris- 
ma, con la precisión de liasta infinitesimales de orden superior, ,es 
igual a p At) Ap, su allura es Az. Para simplificar la inscripción 
omitamos los índices i, /, k. Por tanto, Ai; = p A0 Ap Az. La inte- 
gral triple de la fiinción F (0, p, z). por el domiuio V tiene la forrna 


/ = J J $ F(0, p, z) p dll d¡> dz. (1) 

V 

Los límites de integración son determinados por la forina del 
dominio V. 

Si la integral triple de la fimción / (x, y, z) cstá dada en coor- 
denadas rectangulares, es fácil transformarla en la integral triple en 
coordenadas cilíndricas. En efecto. al notar que 

x p cos 0, y p sen 0, z z, obti aemos: 

SliJ /(*, ü< z) dx dy dz= H ) F (0. (>, z) (• iÍO dp dz, 
v v 


donde 


/ (p cos 0, p sen 0, z) F (0, f>. »). 


Kjcniplo. Dotcrminar la masa M de unn semicsferu >lc radio /< y ccnlro cn 
ol origcti dc las coordcnadas, si la dcnsidad F dc sn iiialcrial on cada punto 
(z, y. ;) cs proporcional a la distancia cntro cste punlo y la basc, cs dccir, 
F = kt. 


Solución. La ccuación dc ia scmicsfcra supcrior 
ss =y/(» —x* —ji* 

cn |as coordenadas cilindricas ticnc la forma 




Por tanto: 

2n II » «s-p» 

-SSW-** SLS( S 

V 

1) (1 u 

2 n n 

y «*-p 2n ii 


dl) 


d 0 


0 0 




knll* 


2. Integral triplc en coordenadas esféricas. En coordenadas 
esféricas la posición de un punto P en el espacio la determinan tres 
números 0, r, (p, donde r es la distancia del punto al origen de coorde- 
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nadas, así llamado radio vector del punto, <p es el ángulo entre el 
radio vector y el eje Oz, 0 es el ángulo entre la proyección del radio 
vector sobre el plano Oxy y el eje Ox. El último ángulo lo tomamos 
a partir del ejc Ox, en la dirección positiva (es decir, contra cl movi- 
miento de las agujas del reloj) (fig. 322). Para todo punto del espa- 
cio tenemos: 

0<r<oo, ü<;cp<n, 0 < 0 < 2n. 

Dividamos el dominio dado V en los volúmenes elementales Ao 
mediante las superficies de coordenadas r = const (esfcras), ip = 




const (supcrficies cónicas con los vérticesen el origen de coordena- 
das). ü const (semiplanos que pasan por el eje Oz). Con la precisión 
de hasta infinitesimales de orden superior, podemos cousiderar el 
volumen elemental Aucomo paralelepípedo de las aristas de longiln- 
des Ar. r A<p, r sen <p AB. Entonces el volnmeu elemental es igual 
a (véase fig. 323): 

Ai> — r* sen <p Ar AB A<p. 

La iulegral triple de la función F (B. r, <p). por el dominio V, liene 
la forma 

/ = i í í h (B. r, <p) r sen <p ilr rt'B </<|. (1) 

v 

Los limites de la integración son determinados por la forina del 
dominio V. De la figura 322 se dedncen fácilmente las expresiones 
de las coordenndas cartcsianas en fnnción de la esféricas: 

x — r sen <p cos 6, y — r sen q> sen B, z — r cos <p. 
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IntegraUs múltiples 


Por eso, la fórmula de transformación de una integral triple en 
coordenadas cartesianas a la de coordenadas esféricas tiene la forma: 

HJ/<*. v. z) dxdy dz = 

V 

=n s/i rsen«pcos8, rsenq:sen0, rcos <p] r 2 sen cp drdd dq>. 
v 

3. Sustitución general de varinblos en una integral triple. Los 
pasos de una integral triple en coordenadas cartesianas a la en 
coordenadas cilfndricas o esféricas son casos particulares de la trans- 
formación general de coordenadas en el espacio. 

Supongamos que las funciones 

i = q (u, t, w), y = $ (u, t, w), z = x (u, t, w) 

representan una relación biunívoca entre el dominio V en las coorde- 
nadas cartesianas x. y, z y el dominio V' en las coordenadas curvi- 
líneas u, t, w. Supongamos que el dominio elemental o eleniento de 
volumen Aw de V se transforina en el elemento Au' del dominio 
V’ y que 

a»'-*o Af 

Entonces: 


Hí/Í*. y< z)dxdydz = 

V' 

= Hi/l<P(«. 1 . w ). 'M“. t, w), yju, t, w)]\l\dudtdw. 

V' 

Corno en el caso de la integral doble aquí, también I se llama 
jacobiano. Aquí, de modo idéntico, cnmo lo hemos hecho para las 
integrales dobles, se puede demostrar que el jacobiano es numérica- 
mente igual a la determinante de tercer orden: 


dx dx dx 
du dt uw 


1 = 


dy dy_ 
<fu dt 
dz dz_ 
du dt 


dy 

dw 

dz 

dw 


Así, cuando se trata de coordenadas cilíndricas, tenemos: 
x = p cos 0, y = p sen 0, z = z (p = u, 8 = t, z = w) 
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cos0 —psenÜ 0 
/ = sen0 pcosO 0 =p. 

0 0 1 

En el caso de coordenadas esféricas tenemos: 

x = r sen q> cos 0, y = r sen sen 0, z = r cos cp(r = íi,(p = t, 0 = w)\ 

sempcosÜ rcosipcos0 —rsenipsenü 
/ = senipsenO rcosipsenü rsenipcosH =r 2 senip. 
cos ip — r sen <p 0 

§ 14. MOMENTO DE INERCIA DE UN CV'ERPO 
Y COORDENADAS DE SU CENTRO DE GRAVEDAD 

t. Momento de inercia de un cuerpo. Los momentos de inercia 
do un punto material M (x, y, z) de masa m, respecto a los ejes de 
coordenadas Ox, Oy, Oz( fig. 324)se expresan.co- 
rrespondientemento, por mcdio de las fórmulas: 

Ixx = (y* + Z J ) m, 

I yu = (a:* + z*) m, / SJ = (x* + y l ) m. 


Fig. 321 Fig. 325 

Los momentos de inercia de un cuerpo se expresan por las integra- 
les correspondientes. .\sí, por ejemplo, el momento de inercia de 
un cuerpo respecto al eje Oz, se expresa por la integral / zs = 

( x * + y 1 ) y(x, y. z)dx dy dz, donde y (x, y, z) es la densidad 

v 

de la materia. 
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1ntegrales múltiple . 


Ejeniplo 1. Calcular el momcnto d«> inercia de un ciliudro recto circular 
de radio fí y altura 2 h respecto al diánietro dc su sección inedia, la dcnsidad es 
constantc e igual a 

Solución. Elijamos un sistema dc coordenadas dcl modo siguiente: diri- 
jamos el ejc Oz a Jo largo del eje del cilindro y coloquemos el origen dc coor- 
denadas en su ccntro de simetria (fig. 325). 

E1 problema se reduce al cálculo del momento de inercia del cilindro res- 
pccto al eje Ox: 

r *x = l J J (^ 2 + = 2 ) Yo^ dy dz. 

V 

Pasan<Jo a las coordenmlns cilíndricas, obtenemos: 

2n H h 

lxx — yo § ( = * *T- P 2 »Pil a 0) P dp | dü ' 

0 0 fl 

2 n H 

-v° l { J [=^+2/.p*sen*e] p dpj «10- 


e / 2 a* 

2hfí* s 

J l 3 2 1 

0 

4 

r¿h*fí* 0 , 

2 hfí* 

v» L—o— 2n+ 

4 


2. Cmirdenadas del centru de gravedad de un euerpo. Aiiálogamente a lt> 
cxpuesto en el § 8 , rap. XII (tomo I) para las figuras planas, las coordenu- 
das del centro de gravedad de un cuepro se expresnn por las fórmulas: 

n s r v (*. »< *) dz d » d¡ j n »v (*• »• *> dx d, j d: 


y (x,y.z) dx dy dz 


H S v (*. V< *) dz d U d: 


S J J" *V (*. 'J< *) dz d V d: 

. ___V___ 

J SJ V (*. V. í) dz dy d * 

V 

ilonde y (r, tj, z) es la densidad. 

Ejcmplo 2. Determinar las coordenadas del centro de gravedad do la 
mitad superior de una esfera de radio fí y centro en el origen de coordena- 
das; la densidad y 0 es constante. 

Solución. La semiesfera está limitada por las superficies 

r = VA» —, 2 = 0. 

I,a cota de su centro de gravedad se determina por la fórmula: 

í J J *Vo di dy d: 

te - —f—- . 

J J 1 Yo dxdy dz 
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Pasando a Ins coordPnadas esféricas, obtenemos: 


it 

■¿n 2 H 

Vo 5 | j | j r CHS t r ~ ^ 11 1 1 ,lr \ d< p| 

ú u u _ 

=c ~ JL 

2.n 2 H 

Vo j | j (5 r 2 sen «p dr\ d<p¡ dü 


2« «11 
4 2 




En virtud do la simetría de la semiesfera, evidentcmente tenemos 

*c = 0c = °- 


§ 15. CALCLI.O ÜE LAS INTEGRAI.ES ÜEPENDIENTES 
ÜE l!N PARAMETRO 

Examineinos una integral qtie dcpende de un parámetro a: 

b 

1 (a) = 5/ (*. «) dx. 

a 

(Las integrales de este tipo ya las hemos considerado en el § 10, 
cap. XI, tomo I). Indiquemos sin demostración que si la íunción 
/ (*, u) es continna respecto a x en el segmento (a, b ), y respecto 
a a en el ségmento |a lt a 2 |, la fnnción 

/(a)= 5 /(*. o.)dx 

a 

es continua en el segmcnto |a,. a 2 |. For tanto, podemos integrar 
la función / (a) respecto a a en el segmeuto la,, a 2 \: 

5 / (a) da = 5 (í/(x, á)dx)da. 

o, O, n 

La expresión del segundo miembro es la integral ilerada de segundo 
orden de la función / (*, u), por el rectángulo correspondiente nl 
plano Oxa. En csta inlegral se puede invertir el orden de la iutegra- 
ción: 

5 (J/(*. a)dx)da=) (5 / (x, a)da)dx. 

a, a a o, 

Esla fórmula muestra que para la integración de una integral 
dependiente de un parámetro a es suficiente integrar el elemento 
de integrac-ión rcspecto a este parámetro a. Esta fórmula suele ser 
út.il lambién, al calcular ciertas integrales definidas. 


Integrale* múltiples 


Ejcmplo. Calcular la integral 


~ax _ ~-bx 




Esla integral indefinida del integrando no se puede caicular mediante las 
funciones elementales. Para resolver ei problema, examinemos otra integral 
que se calcula fácilmente: 

o 

Integrando esta igualdad entre los límites desde a — a basta a — b, olite- 
nemos: 

$ (S í_< “ dr ) **- S#- |D -r- 

« 0 a 

Camljiaiido el orden de integración en la primera integral, escribamos esta 
igualdad en la forma siguiente: 




de donde, calculando la integral interior, obtenemos: 

P e-‘*—e~ lx . b 

\ -;-<fjr = ln —. 

, -£ a 

0 


Ejercicios para el capítulo XIV 

I 2 

Calcular las integrales•): 1. ^ ^ (r*-|-¡i») dx d¡/. Hespuesta: — . 

o « 

«2 2 xVa 

P P dydx 25 „ P P , , 15 

2 ' J J (* )-¡<)« ' fíes P u “ ,a: 1“ 24 • 3 ’ J J xydxdy. Hespuesta: —— . 


*) Como hemos indicado anteriormente, si la integral está escrita en la 
NL 

forma: ^/(*, y)dxdy. entonces consideremos que la primera integración se 

efectúa respecto a la variable, cuya diferencial ocupa el primer lugar, es 
decir: 


5 J /(*• v)dxdy**$ (J /(*, y)dx) dy. 
M K M K 
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2 3i a 


4. ? ^ rdrdQ. fíeipuesta: tia*. 5. ^ ^ 'JaoT^T • fícspuesta: 


na 

4 


0 a sen 0 


0 * 


a 2 V 

— aarctg—. 6. ^ ^ rydzdy. fícspuesta: ^ • V. ^ ^ p dtl dp. fíespucsta: 

0 K -O 


b 2 


-T6 nbt - 

Determinat los timites <le integración pata la integral J J / (*, y) dr dy, 

D 

donde el dominio do intcgración está limitado por las líneas: 8. * = 2, x = 3, 
3 5 

— y~h. fíespuesla: j J /(r, y) dy dr. 9. y = 0, p=l —x*. fíespuesta : 

2 -1 

t i-=c« a 

J S / (x, y)dydx. 10. x 1 + y 1 — a 2 . fíespuesta: J J /(*, y) dy dx. 
-* o -a_,/£rrtf 

2 

i i-t ** 

11 , ¡/ = — , y = * 2 . fíespuesta: ^ ^ / (*, p) dp d*. 12. ji = 0, y = a, p = *, 

-t *• 

a K-f 2a 

y~.x — 2a. fíespuesla: S J H.s¡.y)dxdy. 

Ó k 

invertir ol orden de integrnción en las integralos: 

2 4 4 2 1 l'x 

13. J J / (*, y)dydx. fíespuesla: J J /(*, y)dzdy. 14. J J /(*, y)dydx. 

13 3 1 o *» 

1 \/u aVlay-u* 

fíespuesla: t \ /(*, y)dxdy. 15. J J /(*, y)dxdy. fíespuesta: 
0 U S « 0 

0 a , /T37Í 

\ J / (*, y) dy dx. 16. t J /(*. y)dydx. fíespuesta: 

® a— Vás^xi -1 0 

1 Vt-u* 1 1 -y 

J J /(*, y)dxdy. 17. J J j (z.y) dx dy. fíespuesta: 
o _ vT^ü* 0 - / 1 ^ 7 = 

o 1 i-* 

J S /(*■ V) dy d*-f j S /(*• y)dydx. 


14-536 
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Integrales múltiples 


Pasaado a las coord eaadas polares, calcular las inlegraies sigawnles: 

n 

a V'a*— x* 2 a 


18. ^ ^ —i* — y*dydx. fíespuestf. ^ ^ ~\/a* — p*p dp dOa s . 

0 0 0 0 

_ ÍT 

a V a*—1/> 2 a 

19. ^ ^ (r* + y.)dxdy. Ilespuesta: ^ ^ p*dp < 

0 0 0 0 

jn_ 

oo oo 2 oo 

20 . ^ ^ Jx. fíespuesta: ^ ^ e _p, p dp d 0 =. 


> dO = 


JlO 4 
8~ • 


o o 


o o 
n_ 

2 2u co« 0 


2a V 2ax— 

21. ^ ^ dydz. fíespuesta: ^ ^ pdpd9 = —íj - . 

0 0 0 0 

TrBiisformar las ¡ntegraies dobles. in.roduciendo nuevas variables u y u, 

iigadas con x e y mediante las fdruufas x-~u—uu, y = uv: 
epx 

22 . J $ / (x. y) dy dx. 

0 ax 

_3_ 

1+3 l-o r b 

fítspuesia : j S /(“— uii, uv) u du dv. 23. J J /(x, y) dy dx. 
a 0 0 ó 


i+a 


h C 

b+c 1-c 


b_ 
l t» 


fíespuesla: J J I (u— uv, uv) u du dv-\- J J / (“— uv, uv) u 

0 0 t> Ó 


du dv. 


b+c 


Aplicación de la integral doblc para el cálculo dc áreas 

24. Calcular el árca de la figura, limitada por la parábola y* = 2x y la 

2 

recta y = x. fíespuesta: -y . 

25. Calcular el área de la figura, limiuda por las lfneas y* = iax, 

x4-y = 3a, y = 0. fíespuesta: a J . 

± _L _L 

26. Calcular el área de la figura, limitada por las lineas x 2 -+y 2 =a 2 , 

a> 

x + y = a. fíespuesta: -j- . 

27. Calcular el área de 2 a (igura, limitada por las líneas y = sen x, 
y = cos x, x = 0 . fíespuesta: l/ 2 — 1 . 

Jlfl* 

28. Calcular el área de un lazo de lacurva p = asen20. fíespuesta: — g—. 
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29. Calcular toda el área, limitada por la lemniscata p> = a 2 cos 2<p. 
fíespuesta: a 2 . 

30. Calcular el érea de un laxo de la curva (-^ + -|r) 2 -—¡g- ■ 
Indicación: pasar a las nuevas variables z = pacos0 e « = pfcsen0. 

c , a2bi 
fíespuesta: —. 

Cálculo de volCunenes 

31. Calcular los volúmenes de los cuerpos limitados por las superficies: 

-j- + -y-+-|-~l. x = 0, y = 0, r = 0. fíespuesla: . 32. i = 0, z* + p*=l, 

* + y + * = 3. fíespuesta: 3n. 33. (x —l)* + (p—1)* = 1, xy = z, 2 = 0. fíespues- 

32 

la: ti. 34. x* + p* —2az = 0, 2 = 0, x* + p* = 2 *. fíespuesta: —a 3 . 35. y = x*. 

y 

54 q 

x = »*, 2 = 0 , 2 = 12 + p — x* fíespuesta: 

36. Por los planos de coordenadas, el plano 2x + 3y—12 = 0 y el cilindro 
2 =-i yt. fíespussta: 16. 

37. Por el cilindro circular de radio a y eje quo coincide con el eje Ot, 

los planos de coordenadas y el plano — + — = 1 . fíespuesta: a* f-5-í-\ . 

a a V 4 3 1 

38. Por los cilindros x* + y* = a*, x* + 2 * = a*. fíespuesta: -^-a*. 39. y* + 
+ 2 * = x, x = y, 2 = 0. fíespuesta: “ . 40. x* + y* + 2 * = a*, x* + y*= W 3 , a >/f. 
fíespuesta: + n [a a —("l/n 2 —^ l )*J- 41. a 2 = x* + y*, 2 = 0, x* + p* = 2ax. fíes- 

3 

puesta: Y na3 - 42. p* = a* cos 20, x* + y* + 2 * = a*, z = 0. (Calcular e) volumen 
interior respecto al cilindro). Respuesta: — a’(3n + 20— 16 \/2). 


Cálculo del área de una superficie 

43. Calcular el área de la parte de la superficie del cono x* + y* = 2 *, 
separada por el cilindro x* + y* = 2 ax. fíespuesta: 2 na*V 2 ”- 

44. Calcular el érea de la parte del plano x + y + 2 = 2 a, que se en- 
cuentra en el primer octante y esté limitada por el cilindro x* + y* = a*. 

fíespuesta: — 1/3 • 

45. Calcular el área de la superficie de un segmento esférico (del menor), 
si el radio de la esfera es igual a a y el radio de la base del segmento es 
igual a b. fíespuesta: 2 n (a* — a 1 /°* — bt )- 

46. Hallar el área de la parte de la superficie de una esfera x* + y* + 

+ 2 * = a* separada por la superficie del cilindro ~T + 'p- == * (a > 6). fíes- 


puesta: 4na* — 8a*—arcsen 



14 » 
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/ntegrales múltipies 


47. Hallar el árca de la superficie rle un cuerpo fonnauo por la intersección 
de dos cilindros x a -jr I/* — a *< ü* + •' = fírspuesta: 16i¡ J . 

48. Calcular el área de la parte de la superficie cilindrica x s + y- = 2ax 
comprendida entre el plano : = 0 y el cono z 1 + p* — z % . fíespuesta: 8n*. 

49. Calcular el área de la partc de la superficie cilíndrica x % + y % — a 1 
comprendida entre los planos i = bij y : = II, fíespuesta: 2ma 1 . 

50. Calcular el área do la parle de la superficie de un paraboloido y 3 + 
-f- z* == 2ax comprendida entro el cilindro parabólico y 1 = ax y el plano 

x = a. fíespuesta: -i- na* (3 3 — 1). 


Cólculo de la inasa, de las coordenadas del centro de gravedad y del 
momento de Inercia de figuras planns 

(En los problcmas 51-62, y 64 supongamos que la densidad superficial es cons- 
tanto e igual a 1 ). 

51. Determinar la masa de un disc.o circular de radio a, si la densidad 
en cualquier punto P es inversamente proporciona! a la dislancia entro P y 
ol centro (el coeficiente do proporcionalidad es igual a Á'). fíespuesta: naK. 

52. Calcular las coordenadas del contro de gravedad do uu triángulo equi- 
látero. lomando el eje Ox por au altura. y ol origen do coordenadas, por su 

vértice. fíespuesta: x = 

53. Detorminar las coordenadas del centro de gravedad de un sector cir- 
cular d« radio a. tomanáo e¡ e¡e Ox por la biscclrix do su ángtilo. E I úngulo 

de abertura del sector es igual a 2 a. fíespuesta: x e ~ g - ■ üc^O. 

54. Hallar las coordonadas del centro de gravedad do la mitad superior 
dol círculo **4-y* =■<»*. fíetpuetta: x e = 0, 

55. Hallar las coordonadas del centro de gravedad de la superficie de un 
arco de cicloide i = a (i — sen I). y = a( 1 — cosi). fíeepuesla: x e = an, y c — —. 

56. Hallar las coordenadas del centro dc gravedad dcl área limitada por 


un lazo de la curva p* = a ¡ cos2B. Hespuesta: z c = 


Jia V 2 


. ir c = 0. 


57. Hallar las coordenadas dol centro de gravedad de la superiicie de la 
cardioide p = a(1-fcos6). fíespuesta: i c =—, y c = 0. 

58. Calcular el momento de inercia del área de un rectángulo, limitado 

por las rectas * = 0, x = a, y=0, y = b, respecto al origen de coordenadas. 
„ ab (a* + 6*) 

fíespuesta: -^-. 

j-2 1 1’¿ 

59. Calcular el momento de inercia de la elipse —=-4-4y- = l: 

a* o* 

a) respecto al eje Oy: b) respecto al origen de coordenadas. Hespuesta: 
. Jta s 6 nab 

a ) —£— : b) -j-(«* + »*). 

60. Calcular el momento de inercia del érea del círculo p = 2acos0 ros- 

3 

pecto al polo. Respuesta: -y na 4 . 
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61. Calcular el momento de inercia del área de la cardioide p = 
= a(l —cos 0 ) respesto al polo. fíespuesta: —^—. 

62. Calcular el momento de inercia del área del cfrculo (x — a) s + 
((/ — 6 ) 2 =- 2a 2 , respecto al eje Oy. fíespuesla: 3na 4 . 

63. Se da una placa cuadrada de lado a. La densidad en cada punto de 
esta placa es proporcional a la distancia desde este punto hasta uno de los 
vértices del cuadrado. Calcular el momento de inercia de la placa respecto 

a un lado que pasa por este vértice. fíespuesla : ka l (7 "j/2 + 3 ln X 

X (V 2 4 -l)|, donde k es el factor de proporcionalidad. 

64. Calcular el momento de inercia del área de la figura fimitada por 
la pnrábola y* = ax y la recta x = a respecto a la recta y=—a. fíespuesta: 

— a* 

5 ‘ 


Inteernles triples 

65. Calcular J ^ ^ 


dz dy dx 


--r-;- . si el dominio de integración esta 

. - - (* + lt-f * + l) s 

liuiitado por los planos de coordenadas y el plano i + y + a = 

In 2 5 


= 1 . fí espuesta: 


16 


66 . Calcular { ^ [ rpadrj dx. Rtspuesla: . 

67. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la eslera r* + (/ J + z s = 4 

y la superficie del paraboloide x* + y* = 3i. Rrspuesta: n. 

68 . •) Calcular las coordenadas del centro de gravedad y los momento» 

de inercia de la pirámide limitada por los planos: * = 0. p = 0. z = 0; 
x , y , z . n a b c . a a bc . b a ac 

7-+T+T" 1 ' Re, P ut,la - ' fc "T' l e = T :/x = lo • / » = ~85" ’ 

_i _ 

h 


69. Calcular el momento de inercia de un cono recto circular respecto 

a su eje. fíespucsla: -j^nhr*. dondc h es la altura del cono y r, el radio 
de su bnse. 

70. Calcular el volumen de un cuerpo limitado por la superficie de la 
ccuación (x a + p s + 2 1 ) 2 -- a a x. Respuesta: j na 3 . 

71. Calcular el momento de inercia de un cono circular respecto al 

diámetro de su base. Respuesla: (2h s + 3r s ). 

72. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un cuerpo limi- 
tado por unn esfera de radio a y una superficie cónica. de ángulo en eí vérticc 
2 a. si el vértice del cono coincide con el centro de la esfera. fíespuesla: x c = 0 , 


•) En los problemas 68-69, 71-73 supongamos que la densidad es constante 
e igual a 1 . 
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y — o, s c = -|-a (1 + cosa) (el eje Oz coincide con el del cono y el vértice, 
8 

con el orizen de coordenadas). 

73. Calcular las coordenadas del centro do gravedad de un cuerpo lixni- 
tado por una esfera de radio a y por dos planos, que pasan por el centro de la 

esfera y forman entre si el ángulo de 60°. Respucsta : p = yg a, 0 = 0, 9 = -^- 

(el eje Oz se toma por la línea de intersección de los planos; el centro de la csfe- 
ra, por el origen de coordenadas; p, 6 , 9 son las coordenadas esféricas). 


74. Utilizando la igualdad — 7 = =— 7 =- \ e~ a ' x da (a > 0), calcjilar 
yx V n - 


lns 


integrales 


cos x dx 

v* 


y 


P sen x dx _ , / n , / Jt 

l ' y" ~ 7 • V T : V ~T • 


CAPITULO XV 


INTEGRALES CÜRVILINEAS E INTEGRALES 
DE SUPERFICIE 


§ I. INTEGRAL CURVILINEA 


Supongamos que el punto P (x, y) se desplaza a lo largo de una 
curva plana L de un punto M a un punto N. A1 punto P está aplica- 
da la fuerza F que varía en magnitud y dirección cuando P se despla- 
za, es decir, la fuerza es una función de las coordenadas del punto P: 

F = F (P). 

Calculemos el trabajo A de la fuerza F cuando el punto P se 
desplaza de M a N (fig. 326). Dividamos, para esto, la curva MN 
en n segmentos arbitrarios por los 
puntos M 0 — M, M u M 2 ,. . . 

.... M n = N, partiendo de M a 
N, y designemos por A«, el vectoi 
MtMi+i. Designemos por F¡ la 
magnitud de la fuerza F en el punto 
Mi. En este caso, el producto esca- 
lar podemos considerarlo 

como la expresión aproximada del 
trabajo de F a lo largo del arco 

A i * /•’ ,Ajv ( . 

Sgr : 

F = X (x, y) i -1- Y (x, y) j. 

donde X (x, y) e Y (x, y) son pro- 
yecciones del vector /•' sobre los 
cjes Ox y Oy. Designando por Ax, y A y¡ los incrementos de las coor- 
denadas x¡ e y, durante el paso de M, a M obtenemos: 

As, = Ax,i 4 A y,j. 

Por consiguiente, 

F¡ As, = X (x¡, y¡) Ax, + Y (x,, ;/,) A y,. 
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E1 valor aproximado de trabajo A de la fuerza />’ en toda la curva 
MN es: 

A « S t'iA*! = 2 [X (x¡, y¡) \x¡ + Y(x lt y,) Ay,]. (1) 

f=l i=l 

Sin hacer las definiciones rigurosas indiquemos mientras tanto 
que, si el límite de la expresión del segundo miembro de la igualdad 
existe cuando As¡ -*• 0 (es evidente que Ax¡ -*■ 0 y Ay¡ -*• 0), enton- 
ces, este límite exprBsa el trabajo de la fuerza F a lo largo de la 
curva L entre los puntos M y N: 

A= \ím 2 [X(x,. y¡) Ax, + Y (x ( , y,) Ay ( ]. (2) 

Axj -0 /=-«1 
A|/j-*0 

E1 límite *) del segundo miembro se llama integral curvilínea de 
X (x, y) e Y (x, y) a lo largo de la curva L , y se designa así: 

A = J X (x, y) dx -f Y (x, y) dy (3) 

L 

Ó 

<W> 

A = S X (x, y)dx+Y (x, y) dy. (3') 

<M> 

Los límites de las sumas de la íormn (2) se encuentran a menudo 
en materaáticas y física, X (x, y) e Y (x, y) se consideran como 
funciones de dos variables en un cierto dominio D. 

Pongamos las letras M y N. que reemplazan los límites de 
integración en la integral (3'), entre paréntesis, para indiear que 
ellas no son números. sino designaciones de los extremos de la curva 
por la quc se toma la integral curvilínea. La dirección a lo largo 
de la curva L dc M a N se llama sentido de integración. 

Si la curva L es la del espacio, la integral curvilínea de las tres 
funciones X (x, y. z), Y (x, y, z) Z (x, y, z) se determina de una 
manera análoga: 

1’ X (x, y. z) dx -(- Y (x, y. z) dy + Z (x, y. z) dz = 

L 

n 

= lím 2 x (**. í/*. z*) Axfc + Y (x h . y„, z„) Ay k + Z (x h . y,„ z h ) Az k . 

Av*-*0 

Aí*-*0 

La letra L por debajo del signo de la integral indica que la integra- 
ción se efectúa a lo largo de la curva L. 

Indiquemos dos propiedades de la integral curvilínea. 


•) Aqui, cl limite de la suma integral se entiende en el mismo sentido que 
en el caso de la integral definida (véase § 2, cap. XI, tomo I). 
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Propiedad 1. Una integral curvilínea se deterraina por el ele 
mento de integración, la forma de la curva de integración y el senti- 
do de integiación. 

La integral curvilínea cambia de signo simultáneamente con el 
cambio del sentido de integración, puesto que en este caso el vector 
As, y, por tanto, sus proyecciones Ax y Ay cambian de signo. 


Propiedad 2. Dividamos la curva L por el punto K en dos partes 
L\ y L 2 de modo que MN = MK + KN (fig. 327). Entonces de la 
fórmula (1) directamente se deduce: 

<«> <JC) (i*) 

¡ Xd¿+ Ydy = )' Xdx+Ydy+ J Xdx+Ydy. 

(M) (M) (K) 


Esta correlación es válida para cualquier número de sumandos. 
Indiquemos más que la definición de integral curvilinea es válida 
también cuando la curva L es cerrada. 

En este caso el origen y el extremo de la curva coinciden. 

Por eso, cujindo tenemos una curva cerrada no podemos escribir 
(iV) 

^ X dx + Y dy. sino sólo ^ X dx + Y dy, indicando obligaloria- 
(M) t. 

mente el sentido del recorrido a lo largo de la curva cerrada L. Para 
designar la integral curvilínea a lo largo del contorno cerrado L 

frecuenteraente se usa también el símbolo * X dx 4 Y dy. 


L 

Observación. Hemos llegado a la noción de la 
integral curvilínea, considerando el problema 
sobre el trabajo de una fuerza F en un segmenlo 
curvilíneo L. 

En este caso supongamos que en todos los 
puntos de la curva L está dada la fuerza F 
como una función vectorial de las coordenadas 
del punto de aplicación (x, y)\ las proyecciones del 
vector variable F sobre los ejes de coor- 
denadas son iguales a las funciones escalares 
(es decir, a las numéricas) X (x, y) e Y 



(x, y). Por esto. 


una integral curvilínea de la forma \ X dx -j- Y dy podemos consi- 


derarla como la integral de la función vectorial F dada por sus 
proyecciones X y Y. 

La integral de la función vectorial F a lo largo de la curva L se 
desigua por el símbolo 


\Fd8. 
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Si el vector F se determina por sus proyeccioncs X, Y, Z, enton- 
ces, esta integral es igual a la integral curvilínea 

¡Xdx+Ydy+Z dz. 

L 

En particular, si el vector F se encuentra en el plano Oxy, la integral 
de este vector es igual a: 

¡Xdx+Ydy. 

L 

Cuando la integral curvilínea de una función vectorial F se toma 
a lo largo de una curva cerrada L, esta integral curvilínea se llama 
circulación del vector F a lo largo del contoruo cerrado L. 

§ 2. CALCULO DE LA INTEGRAL CURVILINEA 

En este párrafo propongamos precisar la noción del límite de la 
suma (1), § 1, y, en relación con esto, precisar la noción de la 
integral curvilínea e indicar el procedimiento de su cálculo. 



Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones en forma 
paramétrica: 

*=«p(0. y=♦(*)• 

Analicemos el arco MN de esta curva (fig. 328). Sean a y (4 los 
valores del parámetro correspondientes a los puntos M y N. Divida- 
mos el arco MN en elementos parciales As ( , por los puntos 
(X|, í/i), M 2 (x 2 , y 2 ), . . ., M n (x n , y„), haciendo 

*i = ‘P (fi). y> = 'P (<i)- 
Examinemos la integral curvilínea 

S A' (x, y)dx+Y (x, y) dy, (1) 

L 

definida en el párrafo anterior. Demos aquí sin demostración un 
teorema sobre la existcncia de la integral curvilínea. Si funciones 
<P (í) V ‘ l f (0 son continuas y tienen derivadas continuas <p' (t) y (t) 
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sobre el segmento [a, pi y si, además, las funciones X [<p ( t), <£ (í)l 
e Y [<p (t), ip (í)l son continuas como funciones de t en este segmento 
entonces existen los límites 


lim 2 x (*z. y¡) = ¡ X (x, y) dx, 1 

Ax ¿~*0 1^*1 \ 

íím 2 Y (*/. y¡) = 5 Y ('.*• y) d y> I 

A J/i -*0 f = l 


( 2 ) 


donde x¡ e y, son las coordenadas de cierto punto del arco As,. Estos 
límites no dependen del modo de dividir la curva L en arcos parciales 
As|, cuando As, 0, ni de la elección del punto M¡ ( x¡, y¡) en el 
arco A s¡. Estos límites se llaman integrales curvilíneas y se represen- 
tan así: 


lím 2 X (x¡, y¡) &x¡ = l X (x, y) dx, 


lím 2 y (*«. yi) Ay, = S Y (X, y) dy. 

SUI-r Oi = l V 

Observación. Del teorema citado se deduce que hacia un mismo 
límite (es decir, hacia la integral curvilínea) tienden las sumas, 
definidas en el párrafo anterior donde los puntos M, (x¡, y¡) son 
los extremos del arco As,, siendo arbitrario el sistema de división 
de L en los arcos parciales As,. 

E1 teorema formulado da la posibilidad de obtener el método 
para calcular las integrales curvilíneas. 

Así, según la definición, tenemos: 

(N) n 

J X (x, y)dx= lím 2 X (x¡, y¡) Ax¡, (3) 

<M) Ax¡-*0 / —I 


donde 


Ax, = x, — x ,_ t -= <p (/,) — <p (</..). 


Transforinemos la última diferencia según la fórmula de Lagrange: 

Ax, = <p (<,) — <p (</_ i) =- <p' (t,) (<, — </ _ i) = <p' (t,) A<¡, 
donde t¡ es cierto valor de < comprcndido entre los valores t¡_, 
y f¡. Fuesto que el pnnto x¡, y¡ en el arco As, es arbitrario, elijámos- 
lo de modo que sus coordenadas correspondan al valor del pará- 
rnetro x,: 

¿/ = 'P(Ti), y¡ = ( T ,)- 

Poniendo en la fónnula (31 los valores obtenidos de x¡, y¡ y Ax,, 
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obtenemos: 

(w> n 

S X(jt. y)dr= lim 2 * [q> (x,) \|> (t,)] <p' (r,) &t¡. 

( M) Aí¡-0 (==1 

E1 segundo mieuibro es el límite de uua suma integral para la fun- 
ción continua de una sola variable X [cp- (í), 

\J> (i)] <p' ( t) en el segmento la, p|. 

Por consiguiente. este límite es igual a la 
integral definida de esta fnnción: 

(N) 0 

J X (X, y) dx = J X [<p (/). \p (0] •»' (t) dt- 

(Af) a 

Análogamente, obtenemos la fórmula: 

IN) 0 

S Y (x, y)dy=!' Y¡(p(t), \p(t)] \p'(t)dt. 

(M) a 


y 


Ftg. 329 

Sumando miembro a miembro estas igualdades, obtenemos: 

(W) 

S X (j, y)dx -\-Y (x, y) dy = 

(M) 

— f (AT[q>(í). ♦(<)] «p'«)+ r[«P(<). *«)]♦'(<)}*. (4) 

a 

Esta es la fórmula buscada para calcular una iutegral curvilínea. 
De manera análoga se calcula la integral curvilínea 

J Xdx+Ydy + Zdz 

a lo largo de una curva en el espacio, dada por las ecuaciones x = 

= «P (0. !/ = (<). z = X (<)• 

Ejemplo 1. Catcular la integral curvilinea de una terna de funciones: x 3 ; 
3zu a ; —xy (o, que es lo mismo, de la función vectorial x 3 l 4' 3 zy 3 / — x 3 yk) 
a lo largo de un segmento de la rccta que parte del punto M (3,2,1) al punto 
N (0, 0, 0) (fig. 329). 
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Soluclón. Para hallar laa ecuaciones paramétricas de la línea MN a lo 
largo de la cual se debe realizar la integración, escribamos la ecuación do la 
rei'ta quo pasa por los dos puntos dados: 

_L. 

3 2 " 1 ’ 

designaudo por t el valor común de todas estas razones, obtenemos las ecuacio- 
nes de la recta en forma paramétrica: 

x = 31, y = 2/, * = t. 

Es evidente, que al origen dcl segmento MN corresponde el valor del parámetro 
t = 1 y al extremo, el valor de / = 0. No es dificil hallar las derivadas de z, 
y, s respocto al parámctro t (las que necesitaremos para calcular la integral 
curvilinea): 

x¡ =3, <j\ =2. i\ =1. 

Ahora podemos calcular la integra! curvilínea bnscada con ayuda de la 
fórmula (4): 

<*) 

^ x a dx -t-Hzy-<¡y ~-x 2 y d: — 

<M) 

0 

§ l<3í) 3 -3-f-3l (2t)*• 2 — (3t>*• 2*■ 11 dt~ 87t a dt - ~ . 

t i 

EJemplo 2. Calrular la integral curvilinca de un par de (unciones: 0 s'y, 
10 xy a , a lo largo de la curva plana y = x a cntro los puntos M (i, 1) y N (2, 8) 
(fig. 330). 

Solución. Para calcular la integrol buscada 
<N> 

J 6r-y dx-\-\0xy a úy 

(.'») 

hacen falta las ecuaciones paramétricas de la curva dada Pero, la ecuación de 
la rurva y = dada explícitainente, es un caso particular de la ecuación 
paramétrica: aquí, la ahsrisa x del punto de la curva sirve de parámetro y las 
ecuaciones paramétricas dn !a curva son: 

x = x, y = x s . 

E1 paráinetro z varía de x, — 1 a 2. Es fáci! cah'ular las dorivadas res- 

pecto al porámotro: 

Por consiguiente, 

(N) 2 

f 6x 2 ¡/ dx+ÍOxy ■ dy= f |6r*j: 3 . 1 lOxx* -31*) dx - 

(.«) I 

2 

= | (6*» + 30z«) rfr = |r« (-3ri»l| = 1084. 

Mostremos, ahora, algtmas aplicaciones de la integral curvilínea. 
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1. La exprcsión del área de un doininio, limilado por una curva 
limilada, en función de una integral curvilínea. 

Sca dado cn el plano Oxy un dominio D limitado por un conlorno 
L tal que toda paralela a uno cualquiera de Ios ejes de coordenadas 
y que pasa por algún punto interior del dominio, corte la frontera 

L no más que en dos puntos (es decir, 
el dominio D es regular) (fig. 331). 

Supongamos que el segmento |«, 
b I es la proyección del dominio D sobre 
el eje Ox\ abajo D está limitado por 
la curva (/,): 

y = Vt (x) 

y encima, por la (Z 2 ): 

y = Vz (*). Iízi (*) <íts (*)1. 
Entonces, el área del dominio D es 
igual a: 

b b 

S = ) yz (x) dx — J y t (x) dx. 

a a 

Pero, la priniera integral es una integral curvilinea a lo largo 

do la curva l 2 (MPN) puesto que y — y 2 (x) es la ecuación de e.ila 
curva; por tanto: 

b 

) y 2 (x) dx= ) y dx. 
a UPH 

La segunda integral es una intcgral curvilínoa a lo largo de la curva 
/i (MQN), es decir: 

b 

) y< (x) dx= )' y dx. 

a St Q .V 

En virtud de la propiedad 1 de la integral curvilínea, tenemos: 

S ydx= — S ydx. 

MPN npm 

Por consiguiente, 

S = — l ydx— J y dx = — J y dx. (5) 

NPM MQN L 

Tengamos en cuenta que la curva L se recorre en el sentido contrario 
al inovimiento de las agujas del reloj. 

Si una parte de la frontera L constituye un segmento M t M, 

(M) 

paralelo al eje Oy, entonces ^ y dx = 0, y la igualdad (5) es válida 

(M,) 

tambien para este caso (fig. 332). 
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De modo semejante podemos demostrar que 

S=\xdy. (6) 

Sumando miembro a miembro las igualdades (5) y (6) y dividien- 
do por dos, obtenemos una fórmula más para calcular el área S: 

S = ^^xdy ~ydx. (7) 

L 

Kjemplo 3. Calcular el área de la elipse 

* = a cos /, y = b sen t. 

Solución. Según la fórmula (7) hallamos: 

‘¿n 

S — — ^ [acostbcost — bseut(—asenl)\dt = nab. 
o 

Notemos que la fórmula (7), así como las fórmulas (5) y (6), son 
válidas también para las áreas de dominios cuyas fronteras se cortan 
por las paralelas a los ejes de coordenadas 
en más de dos puntos (fig. 333). Para de- 
mostrarlo, dividamos el dominio dado 
(fig. 333) en dos dominios regulares me- 
diante la línea l*. La fórmula (7) es 
válida en cada dominio. 

Sumando miembro a miembro. obtenemos 
en el primer miembroel área del dominio da- 
do y en el segundo, la integral curvilínea 

^con el coeficiente -^-| tomada a lo largo de 

toda la frontera, puesto que la integral indicada a lo largo de la 
línea de división l* se toma dos veces: una vez en el sentido directo, 
y otra, en el sentido inverso, por lo cual cs igual a cero. 

2. Cálculo del trabajo producido por una fuerza variable F en 
una trayectoria curvilínea L. 

Ya hemos indicado al principio del § 1 que el trabajo de una 
fuerza F = X (x, y, z) i + Y ( x, y, z)j + Z ( x, y, z) k a lo largo 
de una curva L = MN es igual a la integral curvilinea: 

<N> 

A = J X (x, y, z)dx+Y(x, y, z)dy + Z(x, y. z)dz. 

<M> 

Analicemos un ejemplo concreto del cálculo del trabajo dc una 
fucrza. 
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Ejpiaplo 4. Calcular el irabajo A de Ia (uerza de gravcdad /■' durante o! 
desplazauiiento de rnasa m del puuto M, (a,, 6,. c,) al purito ,W 2 (flz, i> 2 , c¡) 
a lo largo de uoa trayectoria arbitraria Z, (fig. 334). 

Soiución. Las proyecciones de la fuerza de gravedad !■' sobre los ejes de 
coordenadas son: 

X = 0, Y - 0, Z = — mg. 

Por tanto, el trabajo buscado es: 

• «.) e, 

A= ( A’ di-(-y dy + Zdz= ? (—mí¡)dí^mg(c, — c 2 ). 

(Mt) c, 

Como so ve, en esle caso ia integral curvilínea no depende dc la Irayectoria 
ile integración, sino solamcnle de las posiciones de los puntos inicial y final. 
Hablando con mayor precisión. e¡ trabajo de )a fuerza de gravodad depende 
sólo do la diforsncia en alturas ocupndas por el punto inicial y por o) fiuol. 


8 3. FORMULA DE GREEN 

Defcrmineinos la relación entre la integral doble extendida por 
un dominio plano D y la integral curvilínea n lo largo de la frontera 
L de este dominio. 

Supongamos que en el plano Oxy está dado uu dominio D regular 
tanto en la dirección de Ox , como Oy, limitado por un contorno 
cerrado L (fig. 331). Sea este dominio limitado abajo por la curva 
V = Vt (*) y encima, por la curva y = y 2 (x), y , (z) < y 2 (x) 
(a < x < b). 

En conjunto estas dos curvas forman el contorno cerrado L. 
Sean dadas en el dominio D dos funciones continuas X (x, y) 
y Y (x, y), que tienen derivadas parciales continuas. Examinemos 
la integral 


dX (x, y) 
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Representándola en la forrna de la integral iterada de segundo orden, 
obtenemos: 

b Vj(x) 6 




a U,(x) 


Notemos que la integral 


i 

\v,(x) 


dx — 


b 

= J[X(*. 


yz(x))-X{x, y,(x))]dz. (1) 


í A'(ar, y z (x,)dx 

a 

es numéricamente igual a la integral curvilínea 

5 X (x, y)dx, 

< MPN > 


a lo largo de la curva MPN, cuyas ecuaciones paramétricas son 
x = x, y = y 2 (x), 

donde x es el parámetro. 

De este modo, 

JX(x, y 2 (x))dx= l X (x, y) dx. (2) 

a MPtf 


Análogamente, la integral 

) x (x, y, (x)) dx 

a 

es numéricamente ignal a la integral curvilínea a lo largo del arco 
MQN 

6 

¡ X (x, y, (x)) dx = S X (x, y) dx. (3) 

a (MQ") 

Sustituyendo las expresiones (2) y (3) en la fórmula (1), obtenemos: 


J J d_X dxdy= J X(x, y)dx— J X (x, y) dx. W 

d dy mpn mqh 

Pero. 

J X (r, y) dx = — 5 X (x, y) dx 

MQrr NQM 


15-53G 
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(véaso § f. propiedad 1). Por consigniente, podemos esciibir la 
fórmula (4) en la forma: 

^ ^ dxdy— J X (x, y)dx + J X (x, y) dx. 


Ml'n 


m Qy 


Pero, la suma de las integrales curvilíneas del segundo miembro 
es ignal a la integral curvilinea a lo largo de toda la curva cerrada 
L en sentido del movimiento de las agujas del reloj. Por tanto, la 
úKima igualdad puede ser reducida a la forma: 


^ ^ dx dy — | X ( x, y) dx. 


(• r >) 


L (soRún lns agujas d<-l rrloj) 

Si una parte de la frontera está rcpresentada por un segmento 
l 3 , paralelo al eje Oy, cntonces tenemos ^ X (x, y) dx = 0 y la 

i» 

ecuación (5) pcrmanece válida también para este caso. 
l)e nvanera igual hallamos: 

j^-^drdy=— ^ Y (x, y) dy (ü) 

/> 

L (8**gün Ins agujns ilM rcloj) 

Restando (6) de (5), obtenemos: 

íí (£-£)**“ J XJl+Yiu - 

D 

L (s“gún las ngujas dcl rc|oJ) 

Si el sentido del recorrido de) contorno L es inverso al movimien- 
to de las agujas de un reloj, tencmos •): 

íí(-f-"f-)**-(**+>'*• 

D L 

Esta es así llamada fórmula de Green por nombre de físico y rnate 
mático inglés D. Green (1793—1841) **). 


•) Si en una integral curvilínea por un contorno cerrado L no está 
indicado el sentido del recorrido, se supone que esto se efectúa a la dirección 
contraria al movimiento de las agujas del reloj. Se hacen referencias especiales, 
si el recorrido está realizado en el sentido de las agujas del reloj. 

••) Esta fórmula es un caso particular de una fórmula más general, obte- 
da por el matemático ruso M. V. Ostrogradski. 
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Hemos supuesto que el dominio D es regular. Pero, igual que 
en el problema del área (véase § 2) se puede demostrar que esta 
fórmula es válida para cualquier dominio que podemos dividir en 
los dominios regulares. 

§ 4. CONDICIONES PARA QUE U'NA INTEGRAL CURVILINEA 
NO DEPENDA 

DE LA TRAVECTORIA DE INTEGRACION 
Examinemos la integral curvilínea 

(W) 

S Xdx+Ydy . 

< M) 

a lo largo de una curva plana L que une los puntos 
M y N. Supongamos que las funciones 
X (x, y) e Y (x, y) tienen derivadas parcia- 
les continuas en el dominio examinado D. 

Aclaremos las condiciones en las cuales la 
integral cimvilínea no depende de la forma 
de la curva L, sino de la posición de los 
puntos M y N. Analicemos dos curvas arbi- 
trarias, MPN y MQN del dominio examinando D que unen 
los puntos M y N (fig. 335). 

Sea: 

í Xdx+Ydy= J Xdx+Ydy, (1) 

MPP MQP 

es decir, 

J Xdx+Ydy- J X dx + Y dy = 0. 

m'p.v m qn 

Luego, en virtud de las propiedades 1 y 2 de las integralcs curvi- 
líncas (§ 1) tenemos: 

J Xdx+Ydy+ J Xdx+Ydy= 0, 

MPN NQM 

es decir, la integral curvilínea a lo largo del contorno cerrado L es: 
J Xdx+ Ydy = 0. 

L 

En esta última fórmula la integral curvilínea está tomada a lo 
largo de un contomo cerrado L, compuesto de las curvas MPN y 
y NQM. Es evidente que podemos considerar este contomo L como 
arbitrario. 

Por consiguiente, si tenemos la condición de que la integral 
curvilínea no depende de la forma de la curva que une los dos puntos 
arbitrarios M y N, sino de la posición de éstos, resulta que esta 
integral a lo largo del contorno cerrado cualquiera es nula. 



Flg. 335 
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La conclusión rccíproca también es válida: si la integral curvi- 
línoa a lo largo de cualquier contorno cerrado es uula, ésta no depen- 
de dc la forma de /a curva quc une los dos puntos arbitrarios, sino 
sólo de la posición de estos puntos. lín efccto, de la igualdad (2) 
se deduce la (1). 

Kn el ejemplo 4, § 2, la integral curvilínea no depende de la 
trayectoria de integración. En carnbio, ou cl ejemplo 3 la integral 
curvilínea depende de la trayectoria de integración, puesto que la 
integral n lo largo del contorno cerrado no es nula, sino da cl árca 
limitada por este contorno. 

En los ejemplos 1 y 2 las integralcs curvilíneas también dependen 
de la trayectoria de integración. 

Naturalmcntc snrge la pregunta: a qué condiciones deben satisfa- 
cer las funciones A' (x, y) e Y (x, y) para que la integral curvilínea 

dx -|- Ydy a lo largo de cualquier contorno ccrrado sea nula. 
El teorema sigiiiento da la respuesta: 


Teoreina. Scan X (x, y) e Y (x, y) las dos funciones continuas 
cn todos los puntos de cierto dominio D, igual que sus derivadas 

parcialcs, ^ ^ y - —^ - . Paru que la integral curvilínea 

a lo largo de un contorno L cerrado cualquiera de este dominio 
sea nula, es decir, para que 

S X(x, y)dx |-y(x, y)dy~ 0 / 2) 


es necesario y suficiente que se cumplu la igualdad 

dX _ dY 
Oy dx 

en todos los puntos del dominio D. 


(3) 


Demostración. Examineinos un contorno cerrado arbitrario L 
en el dominio D y escribamos la fórmula de Green correspondiente 
a este contorno: 




Si la condición (3) se cumple, la integral doble del primcr miembro 
es idénticamente igual a cero y, por consiguiente: 


¡ Xdx+ Ydy = 0. 

L 

Queda así demostrado que la condicióa (3) es suficiente. 
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Demostremos ahora que esta condición es también necesaria, 
o sea, si la igualdad (2) se cumple para cualquier curva cerrada 
L de D, entonces la condición (3) se satisface obligatoriamente en 
cada punto de este dominio. 

Supongamos lo contrario: que se cumple la igualdad (2) 

Ydy = 0, 

x. 

y no se cumple la condición (3), es decir: 


SY 

dx 



aunque sea en un solo punto. Sea, por ejemplo, la desigualdad en 
cierto punto P (x 0 , y 0 ) 


dx dy 

Como la función en el primer miembro es continua, ella es posi- 
tiva y mayor que cierto número ó > 0 en todos los puntos de un 
dominio D ', suficientemente pequeño que contiene el punto 
P (x o, y 0 ). Tomemos la integral doble de la diferencia 

dY dX 
dx dy 


por cste dominio D'. Por supuesto, ella es positiva. En efecto: 

í J (v - -f-) *' iy > íí s ~ 6 íí * iy: = 6D ' >' 

D' D- J> 

Pero, según la fórmula de Green, el primer miembro de la última 
desigualdad es igual a la integral curvilínea a lo largo de la frontera 
L' del dominio D ', esta integral, según la hipótesis, es nula. Por 
consiguiente, la última desigualdad contradice a la condición (2) 

&Y dX 

y la suposición, de que la diferencia ^-—- sea distinta de cero, 

ox dy 

aunque en un solo punto, es falsa. De aqui se deduce que 


dY dX 
dx dy 


0 


en todos los puntos del dominio dado D. 

E1 teorema queda, pues, completamente demostrado. 
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En el § 9, cap. XIII (tomo II) hemos demostrado que el cumpli- 
miento de la condición 

dY (x, y) dX(x, y) 


dx 


dy 


significa que la expresión X dx + Y dy es la diferencial total de 
cierta función u (x, y), es decir: 

X dx + Y dy = du (x, y), 

siendo: 

X(x,y)= d ¿, Y(*.V) = %. 

Pero, en este caso el vector 

F = Xi + YJ = %i + p y J 

es el gradiente de la función u (x, y)\ la función u (x, y), cuyo gra- 
diente es igual al vector Xi + Yj, se llama potencial de este vector. 

(IV) 

Demostremos quc en este caso la integral curvüinea / = ^ X dx + 

(M) 

+ Y dy a lo largo de cualquier curva L, que une los puntos M y N, 
es igual a la diferencia de los valores de la función u en estos puntos: 

(N) (W) 

S X dx + Y dy = J <¿u(x, y) = u (N) - u (M). 

(U) (M) 

Demostración. Si Xdx+Ydy es la diferencial total de la 
función u(x, y), entonces X = ~-; Y = y la integral curvilínea 
toma la forma: 

(«> 


'"í : 


du , , du , 
~dx+ — dy. 
dx dy 


Para calcular esta integral escribamos las ecuaciones paramétricas 
de la curva L que une los puntos M y N: 

x = (t). y = if> (t). 

Supongamos que al valor t = t 0 del parámetro corresponde el 
punto M y al valor t = T, el punto N. Luego, la integral curvilínea 
se reduce a la siguiente integral definida: 

T 


/= f dt ,, 

J L dx dt dy dt 


<>y 

•o 

La expresión entre los corchetes es una función de t, al mismo tiempo 
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esta función es la derivada total de la función u [q> (í), \|) (<)] res- 
pecto a t. Por consiguiente: 

T 

l = [ ~ dt = “[«P (*). 'P (*)] = 

J at t 0 

t a 

= u[ip(t), \p(t)) — u[tp(t B ), \p(t 0 )] = u(N) —u(M). 

Como vemos, la integral curvilinea.de una diferencial total no 
depende de la forma de la curva, a la largo de la cual se efec- 
túa la integración. 

La integral curvilínea a lo largo de una curva en el espacio tiene 
las mismas propiedades (véase § 7 de este capítulo). 

Observación. A veces tenemos que analizar las integrales curvi- 
líncas de una cierta función X (x, y) a lo largo de la longitud del 
arco L : 

l X (x, y) ds= lím ¿ X (*,. y,) A s¡, (4) 

donde ds es la diferencial del arco. Tales integrales se calculan de 
uii modo análogo al usado para las integrales curvilíneas examina- 
das arriba. Supongamos que la curva L está dada por las ecuaciones 
parainétricas: 

* = «P (*). y = 'P (<). 

donde tp (/), ip (<), q>' (<), íp' (<) son las funciones continuas de t. 

Sean a y P los valores del parámetro t, correspondientes al 
origen y al extremo final del arco L. 

Como es 

ds = Vq>' (<) 2 -+• \|>' (tf dt, 

obtenemos fórmula para calcular la integral (4): 

J X (*, y) ds = í X [<p (<). * «)] V«p' (<) 2 + q>' (<) 2 dt. 

L 1 

Podemos examinar la integral curvilfnea a lo largo del arco de 
una curva en el espacio * = cp (<), y = \p (<), z = % (<): 

ÍX(*. y, z)ds= ) X [<p (t), \p(t), X (*)l Vq>' (t ) 2 -f lf>' (tf + % (tfdt. 

L a 

Con ayuda de las integrales curvilineas a lo largo del arco podemos 
determinar, por ejemplo, las coordenadas de los centros de gravedad 
de diferentes líneas. 
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Razonando análogamente que en el § 8. cap. XII (tomo l) obtenemos 
la fórmnla para calcular las coordenadas del centro de gravedad de 
una curva en el espacio: 


í xds 



L 


¡ yds 

L 


1’ z ds 



L 


(5) 


Ejcmplo. Hftllar las coordenadas del centro de gravedad de una espira 
de un hélice 

x = a cos t, y = a scn t, s = bt (0 ^ t < 2«), 
si su densidad lincal cs constante. 

Solución. Aplicando la fórmula (5), encontramos: 

2n _ 2n _ 

( o cos tVa* sen s t a a cos* t + b 2 dt ( a cos t ‘y'a* J- b 2 dt 
ii Ó 


2 n 


( V“» sen 1 1 + a» cos* t + b* dl 


2n 


J V“* + b* dt 


o Va»-j-b» 0 _ n 
2 nl/nHli 


Análogamcnte, y r = 0, 
2n 


ht V“ 2 son * < + flí cos* l + b-dt 


2n V aS + * s 


b-4n* Va' + ó* 

- , - _. = no. 

2 n Va* + <>* 


Asi, las coordcnadas dcl centro de gravcdad dc una cspira del hélir.e son: 
*c = 0, y c = 0, i c = nb. 


§ 5. INTEGRAL DE SHFERFlC.fE 

Sea dado en el sistema de coordenadas rectangulares Oxtjz 
un dominio V y sea o «na superficie limitada por una curva K 
en el espacio. 

Respecto a la superficie o, supongamos que en cada su punto P 
la dirección positiva de la nortnal se determina por el vector unita- 
rio n ( P ), cuyos cosenos directores son funciones continuas de las 
coordenadas de los puntos de la superficie. 

Supongamos que en cada punto de la superficie está determinado 
un vector 

F = X (x, y, z) i + Y (x, y, z) j + Z (x, y, z) k, 

donde X, Y, Z, son Ias funciones continuas de las coordenadas. 
Dividamos arbitrariamente la superficie en los dominios o áreas 
elementales Aa ( . En cada una de estas áreas tomemos un punto 
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arbitrario P, y formemos la suma 

'Z(F(P i )n(P í ))\o„ (1) 

t 

donde: 

F (P¡) es el valor del vector F en el punto P¡ del área elemental 
Aoj, n (Pi) es el vector unitario de la normal en este punto; Fn es 
el producto escalar de estos vectores. 

E1 límite de la suma (1), extendida 
por todas las áreas Ao¡, cuando los 
diámetros de todas estas áreas tienden 
a cero, se llama integral de superficie y 
se designa por el símbolo 

J J Fn da. 

a 

Así, según la definición *) tenemos: 

lím 2 F,n,Áai = J J Fnda. _ 

dlAjnAoj-^O o \¿) 

Cada término de la suma (1): 

F,n, Ao/ = F i Ao¡ cos (n,, F¡) (3) 
tiene la siguiente interpretación mecánica: este producto es igual 
al volumen de un cilindro de base A<jj y altura F, cos (n,, F,). 
Si el vector F es la velocidad de un líquido que ccrrre por la siperfi- 
cie o, el producto (3) es igual a la cantidad del líquido que pasa por 
Ao, en una unidad de tiempo. en la dirección del vector n, (fig. 336). 
Sí F es el vector de velocidad del líquido en un punto dado, la 

expresión $ $ Fn da designa la cantidad total de líquido que corre 
0 

por la superficie o en la dirección positiva en una unidad de tiempo. 
Por eso, la integral de superficie (2) se llama, también, flujo del 
campo vectorial F a través de la superficie a. 

Do la definición de integral de superficie se deduce que si divi- 
dimos la superficie o en las partes o,, o», . . ., o* obtenemos: 

S S Fn da=H Fn da -f J J Fn da - f ... -f J $ Fn da. 

a a, a. o* 

Representemos el vector unitario n mediante sus proyecciones 
sobre los ejes de coordenadas: 

« =s cos (n, x) i + cos (n, y) j -f- cos (n, z) k. 

•) Si la superficie o es tal que en cada uno de sus puntos un plano tangente 
varía continuamente su posición en función del desplazamiento del punto P por 
la superficie, y si la función vectorial t es continua en esta superficie, entonces 
este límite existe (admitamos sin demostración este teorema de la existencia 
de las integrales de superficie). 
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Poniendo en la integral (2) expresiones de los vectores de F y n 
en función de sus proyecciones, obtenemos: 

J S Fn da = J J [X cos (n, x) Y cos (n, y) + Z cos (n, z)] da. (2') 

O O 

E1 producto A a cos (n, z) es la proyección del área elemental 
Ao sobre el plano Oxy (fig. 337); afirmación análoga es válida tam- 
bién para otros productos 

Ao cos (n, x) = Ao„„ Ao cos (n, y) = Ao xz , 

Ao cos (n, z) = Ao x „, (4) 
donde Ao^„ Ao x „ Ao x „ son las proyecciones de área elemental 
Ao sobre los planos de coordenadas correspondientes. 



En vírtud de io expuesto, Ia integrai (2') podemos escribír tam- 
bién en la forma: 

J J Fn do = J S [X cos (n, x) + Y cos (n, j /) + Z cos (n, z)] da = 

O O 

= ]] Xdydt+Y dsdz + Zdxdy. (2") 

a 

i 6. CALCULO DE LA INTEGRAL DE SUPERFICIE 

E1 cálculo de una integral por una superficie curvada se reduce 
al cálculo de una integral doble por un dominio plano. 

Indiquemos, por ejemplo, un procedimiento del cálculo de la 
integral 

SS Zcos(n, z)do. 

O 

Supoogamos que la superficie o es tal que toda paralela al eje 
Oz la corta en un solo punto. Por tanto, podemos escribir la ecuación 
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de la superficie en la forma: 

* = /(*. y)- 

Designando por D la proyección de Ia superficie o sobre el piano 
Oxy , obtenemos (en virtud de la definición de la integral de super- 
ficie): 

n 

S ¡ Z (x, y, z) cos (n, z) db = lím ^2 (x¡, y¡, z¡) cos (n¡, z)Ao¡. 

o dlám áo¡-r(¡ 1 = 1 

Tomando en cuenta la última de las fórmulas (4) § 5, obtenemos: 

' n 

I! Z cos (n, z) do = lim 2 Z (a-,, y¡, f (x¡, y¡) (Ao xu ), = 

o diám AO tu -*o/ — I 

n 

= ± lím 2 Z(z¡. yi. f(*i. yi))l^x V h. 

dlániAo—0 I“1 

la última expresión es una suma integral para la integral doble de 
la función Z (x, y, f (x, y)) por el dominio D. Por consiguicnte: 

5S Z cos (n, z)do = ±H Z (x, y, ) (x, y)) dx dy. 

o D 

E1 signo «más» delante de la integral doble se pone, cuando 
cos (n, z)>0, y el signo «menos», cuando cos (n, z) 0. 

Si la superficie o no aatisface a la condición indicada al princi- 
pio de este párrafo, entonces, es preciso dividirla en partes, que le 
satísfagan a está condición, y calcular la integral por cada parte 
separadamente. 

De modo análogo calculamos las integrales 

J S X cos (n, x) do; S S Y cos ( n . y) 

a a 

Lo demostrado anteriormente justifica la expresión de una 
integral de superficie en la forma (2") § 5. E1 segundo miembro de la 
igualdad (2') se puede considerar como una suma de integrales 
dobles por las proyecciones correspondientes del dominio a. Los 
signos de estas integrales dobles (o sea, los signos de los productos 
dy dz , dx dz, dx dy) se toman de acuerdo con la regia indicada arriba. 

Ejemplo 1. Sea o una superlicie cerrada tal que loda paralela al eje Oz 
la corta no más que en dos puntos. 

Examincmos la integral 

J j¡ z cos (n, z ) do. 
o 

Tomemos la normal exterior por la dirección positiva de la normal. En el 
caso dado podemos dividir la superíicie en dos partes, inlerior y superior, de 
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ecuaciones correspondientes: 

*-* /i (*. y) y * = h (*. »). 

Designemos por D la proyección de o sobrc el plano Oxy (fig. 33S); en- 
tonces: 

$ S *C0S (n, x) do= í J / 2 (x, y) dxdy— \ /, (x, y) dx dy. 

o D u 

La segunda integral tiene el signo «menos* puesto que en la integral de 
superficie el signo del producto dx dy en la superficie x = /, (x, y) debe tomarse 
negativo, siendo negativo cos (n, 2 ) para esta superficie. 




Pero, la diferencia de las integrales del segundo miembro de la última 
fórmula roprcsenta el volumen limitado por la supcrficie o. Entonces el volu- 
men de un cuerpo, limitado por la superticic cerrada o, es igual a la siguiente 
integral de superficic: 

V = J J x cos (n, 2) da. 
o' 

Ejemplo 2. Una carga elértrica positiva e, colocada en el origen de coor- 
denadas, genera un campo vectorial tal que, según la ley de Coulomb, en cada 
punto del espacio se determina ol vector F'. 

donde r es la distancia del punto examinado al origen de coordenadas; r es 
el vector unitario dirigido a lo largo del radio vector del punto dado (fig. 339); 
* es un factor constante. 

Determinar el flujo del campo vectorial a través de una esfera de radio fí 
y centro en el origen de coordenadas. 

SoJnción. Tomando en cuenta que r = R = const, tenemos: 

ll k 7Í rnÍa =W llmda. 

a a 

Pero, la última integral es igual al órea de la superficie o. En efecto, según 
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a definición de integral (teniendo on cuenta que rn = 1), obtenemos: 

\ \ r*»da= lím V r**i),AOA= lim V. Ao* = <r. 
d J AO.—0 ao.-*o 


Por tanto, el flujo buscado es = = 

/1 “ /I “ 


• Anke. 


§ 7. FOllMULA DE STOKES 

Supongamos que tenemos superficie o tal, que toda paralela al 
eje Oz la corta en un solo punto. Designemos por X la frontera de o. 
Tomomos la dirección positiva de la normal n de modo tal que ésta 
forme con la dírección positiva del eje Oz uu ángulo agudo (fig. 340). 

Sea z = f (x, y ) la ecuación de la superficie. Los cosenos directo- 
res de la normal se expresan mediante las fórmulas (véase § 6, 
cap. IX, tomo I): 


cos ( n , i) = 


df_ 

dx 


cos (n, y) = 


_df_ 

dy 


cos (n, z) ■ 




(i) 


Supongamos que todos los puntos de o pertenecen a un cierto 
doininio V. Sea dada en el dominio V una función continua 
X (x, y, z), siendo continuas, también, sus derivadas parciales de 
primer orden, examinemos la integral curvilinea a lo largo de la 
curva X 

S X (x, y, z, dx. 
k 

En la curva X tenemos la igualdad z = f (x, y), donde x e y son las 
coordenadas de los puntos de la línea L que es la proyección de X 
sobre el plano Oxy (fig. 340). Por consiguiente, podemos escribir 
la igualdad 

J X (x, y, z)dx=\ X (x, y, f(x, 

>■ L 


y))dx. 


( 2 ) 
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La última integral es curvilínea a lo largo de L. Transformémosla 
según la fórmula de Green, haciendo: 

X(x, y, f(x, y)) = X(x, y), _ 0 =Y(x, y). 

Sustituyendo en la fórmula de Greeu X e 7 por sus expresiones. 
obtenemos: 

— dX(X ' g' ^ X ' y>> dxdy = f X (x, y, f (x, y)) dx, (3) 
n *' í 

donde el dominio D está limitado por la curva L. A base de la deri- 
vada de la función compuesta X (x, y, 
1 (x, y)) en la que y entra tanto directamen- 
te, como mediante la función z = / (x, y), 
hallemos: 

dX (x, y, f (x, y)) _ óX (x, y, z) 
dy dy 


dX (x, y, z) df(x, y) 
dz dy 

Sustituyendo la expresión (4) en el primer 
miembro de (3), obtenemos: 




dX (x, y, z) 

9y 


dX(x.y.z) df(x. 


dz 


dy J 


= U(í, V. f (X. y)) dx. 


Tomando en cuenta la igualdad (2), se puede escribir la última 
ecuación en la forma: 


y ' ,)ix — <5) 
X D D 

Las dos últimas integrales se transforman en las integrales de super- 
ficie. Efectivamente, de la fórmula (2'), § 5 se deduce que, si tene- 
mos una cierta función A (x, y, z), se verifica la igualdad: 

JJ A ( x < y< 2 ) cos ( n < z) da = S J A dx dy. 

o D 

En virtud de esta igualdad, las integrales del segundo miembro de 
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la igualdad (5) se transforman del modo siguiente: 

ax , , f f ax . , , 

- dxdy= \ \ -cos («, z)da, 

dy J J dy 

° ( 6 ) 

ax af , , CCaxaf , . . 

- — dxdy= \ \-cos (n, z) da. 

üz dy J J dy üy 

O 

Transformemos la última integral empleando las fórmulas (1) del 
párrafo presente: dividiendo miembro a miembro la segunda de 
estas igualdades por la tercera, hallamos: 

cos (n, y) _ _ df 
cos (n, z) dy 




o sea, 

-^-cos(n, z)=— cos(n, y). 
üy 

Por consiguiente, 

f [^L*L dx dy=- \ f-^-cos(n, y)da. ( 7 ) 

J J dz dy J J dz 

D a 

Poniendo las expresiones (0) y (7) en la ecuación (5), obtenemos: 


| X (x, y, z) dx = — ^ | cos (n, 2 ) da + ^ | -^p-cos (n, y) da. 


( 8 ) 


E1 sentido del recorrido del contorno X debe ser acordado con 
la dirección elegida de la normal positiva n. Es decir, si un observa- 
dor mira desde el extremo de la normal, él ve que el recorrido a lo 
largo de X sc realiza contra cl movimiento de las agujas del reloj. 

La fórmula (8) es válida para toda superficie, siempre y cuando 
puedo dividirse en partes, cuyas ecuaciones tengan la forma z = 
= f (x, y)- 

Ariálogamente, podemos escribir las fórmulas: 


Y ( x, y, z) dy 


-JJ[- 


dY . . , OY . 1 , 

- cos ( n , x) + cos (n, z) | tío, (b) 


dz 


dx 


^ Z (x, y, z) dz = 11-cos (n, y) + cos (n, x) j da. (8") 
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Sumando miembro a miembro las igualdades (8), (8'), (8'), 
obtenemos la fórmula: 

\xdx+Ydy + Zdz=\\[(2L— |L)cos (n.z) + 

cos x)+ (lr ~ it ) cos (n> v) ] *■ (9) 

Esta es así ilamada fórmula de Stokes (fisico y matemático inglés 
D. Stokes (1819—1903)). 

Esta fórmula establece la dependencia entre la integral de super- 
ficie a y la integral curvilínea a lo largo de la frontera X de a, sien- 
do recorrida X según la regla indicada arriba. 

E1 vector B determinado por las proyecciones 

„ dZ dY . n ax az „ aY ax 
a x = — -—; u v =— -; b= -, 

oy dz dz dx dx dy 

se ilama rotacional de la función vectorial F = Xi + YJ + Zk y se 
designa por el símbolo rot F. 

Por tanto, en fórmula vectorial ia fórmula (9) toma la formai 
J F ds = $ J n rot F da, (9”) 

x o 

y podemos enunciar el teorema de Stokes así. 

La circulación de un vector a lo largo de un contorno cerrado que 
limita una superficie es igual al flujo de su rotacional a través de esta 
superficie. 


Observación. Si la superficie o es una parte del plano, paralelo 
al Oxy, entonces Az = 0, y obtenemos ya ia fórmula de Green, como 
caso particular de la de Stokes. 

De la fórmula (9) se deduce que si 


dY ax _Q az oy _ Q ax az 

dx dy dy dz ' dz dx 


( 10 ) 


la integral curvilínea a lo largo de toda curva cerrada X en el espacio 
es nula: 

S Xdx+Ydy + Zdz = 0 . (11) 

Entonces, podemos decir que aqui la integral curvilínea no depende 
de la forma de la curva de integración. 

Igual que en el caso de una curva plana podemos mostrar que, 
para el cumplimiento de la igualdad (11), las condiciones (10) no 
sólo son suficientes, sino también necesarias. 
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Después de satisfacer estas condiciones, el elemento de integra- 
ción es la diferencial total de cierta función u (i, y, z): 

X dx + Y dy + Z dz = du (x, y, z) 

y, por tanto, 

<»> (w> 

[ Xdx+Ydy + Zdz= ¡ du = u(N)-u (M). 

<M> IM) 

Esto se demuestra igual que la fórmula correspondiente para una 
función de dos variables (véase § 4). 


Ejcmplo 1. Escribamos las ecuaciones fundamentales de la dinámica 
de un punto material; 


m 



m 




Aquí, m es la masa del punto; X, Y, Z son proyecciones sobre los ejes de 
coordenadas de la fuerza aplicada al punto; 

dx dy dt 

*-TT’ v »—di' v ‘°dt 

son proyecciones de la velocidad v sobre los ejes de coordenadas. Multipli- 
quemos los dos miembros do las ecuaciones escrilas por las expresiones 

v x dt = dx, v v dt — dy, v t dt = dz. 

A1 suinar las igualdades mioinbro a miembro, oblenemos; 

m ( v x dv x -J- v v dvy + v, dv t ) = X dx + Y dy + Z dz ; 

m Y d ("i + I ’i + *’!) -Xdx+Y dy + Zdz. 

Puesto que v * x -f uj + ej“e 2 , podemos cscribir: 

d (y —Xdx + Ydy + Zdz. 

Calculemos la integral a lo largo de la trayectoria que une los puntos 
M, y M 2 : 

<«i> 

Y mv l—£ mv ¡ = X dx + Y dy + Zdz, 

<Ml) 

donde v¡ y v 2 son las velocidades en los puntos M, y M z . 

La última igualdad expresa el teorema de las fuerzas vivas: el incremento 
de la energía cinética durante el paso de un punto al olro es igual al trabajo 
de la fuerza que actúa sobre la masa m. 

Ejemplo 2. Determinar el trabajo de la fuerza de atracción ncwtoniana 
hacia un centro inmóvil de una masa m durante ei dcsplazamiento de una 
ma3a unitaria desde la posición M, (a,, b„ c,) a la (a 2 , fc 2 , e 2 ). 

Solución. Supongamos que el origen de coordenadas se encuentra en el 
centro inmóvil de atracción. Designemos por r el radio vector del punto M 


16-536 
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(fig. 341) que corrcsponde a una posiciún arbitraria de [a masa unitavia, y por 
r°, cl vector unitario orientado a lo largo del vector r. Entonces 

dondc k es la constanto universal de gravitacióu. Las proyecciones de la 

fuerza b' sobre los ejes de coordenadas son: 

_V= -im-Lü; V = — Am , 

r- r r* r 

Lucgo el trabajo dc la fuerzu P cn la traycc- 
toria M \M 2 es igual a: 

t •'!») 

A— —km $ «Jto + ffi-i-»* , 

(«i) 

<Mj) (Ma) 

“ -* m j i j (t)- 

<M|) <M|) 

(puesto que r2 = *s + g*-f z*\ r dr - x tlx-f-p di/-|-z ds). Dcsiguando por r, y r¡ 
las longitudes de radios vcctores de los puntos M\ y M t , obtenemos: 



A =» km 


i-H:) • 


[)e modo que, en csle caso, la intcgral curvilinea tampoco dependo de la 
foriua dc la curvu do inlegración, sino de las posicioncs de los puntos inicinl 

y final. I.a función u - — se llama potencial del cainpo dc atracción, genc- 

rndo por la masa m. En el caso dado 

v du _ du . _ du 

= dx 1 ily ’ 0: ' 

/f = u(.l/ 2 )-u(ó/,). 

es decir, el trabajo para desplazar la masa unitaria es igual a la diferencia 
cntrc los valores de la potencial en los puntos inicial y final. 


§ 8. FORMULA DE OSTROGRADSKI 

Sea dado en el espacio un dominio regular tridimensional V, 
limitado por una euperficie cerrada o; la proyección de V sobre el 
plano Oxy da el dominio bidimensional regular D. Supongamos que 
se puede dividir la superficie o en tres partes Oi, o 2 y o 3 de rnodo 
que las ecuaciones de las dos primeras tengan la forma: 

z = /i (*. y) y * = h (*> y), 

donde f¡ (i, y) y / 2 (i, y) son las funciones continuas en eí dominio 
D , y la tercera parte, o 3 , es una superficie cilíndrica con la gene- 
ratriz paralela al eje Oz. 
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Examinemos la integral 

'-ÍJÍ^*** 

v 


A1 principio, integremos respecto a z: 

/_ íí( í ^t d, ) iciy - 

D /l(x. u) 



z (x, y, f 2 (x, y)) dxdy — 


U Z (j, y, /, (x, y)) dx dy. 


(D 


Definamos en la normal a la superficie la dirección determinada, 
a saber, la dirección que coincide con la de la normal exterior a la 
superficie o. Entonces, cos (n, z) en la superficie a 2 es positivo, 
en la o, es negativo y en la superficie a s es nulo. 

Las integrales dobles del segundo miembro de la igualdad (1) 
son iguales a las integrales correspondientes de superficie 


llZ(x, y, f 2 (x, y))dxdy=\[Z (x, y, z) cos (n, z) da, 

D a. 


J J z (x, y, /, (X, y)) dxdy=¡¡ Z (x, y, z)(— cos (n, z)) da. 

D 0, 


(20 


En la última integral hemos puesto (—cos (n, z)) por que los ele- 
mentos de las superficies o, y a 2 y el elemento del área As del domi- 
nio D están ligados por la correlación As = Ao I—cos (n, z)], puesto 
quo el ángulo (n, z) es obtuso. 

Así, 


\l z (x, y, ft (x, y))dxdy = — H Z (x, y, /, (x, y)) cos (n, z) da. (2") 

D 01 

Sustituyendo (2') y (2*) en la igualdad (i), tenemos: 




-ÍW y, z) cos (n, z) da -f Jí Z (x, 11 , z) cos (n, z) da. 


Para comodidad de los cálculos ulteriores, escribamos la última 

ecuación en la forma (sumado J J Z (x, y, z) cos nz da = 0, puesto 

at 


16» 
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que en la superficie o 3 se verifica la igualdad cos nz = 0): 
dZ (x, y, z) 


ffí 


dz 


dxdy dz = 


-JJ 


z cos(n, z) da -f- || Zcos(n, z) da j J Zcos(n, z) da. 

a, a, a, 

Pcro, la suma de las integrales dcl segundo miembro de la última 
igualdad es igual a la integral extendida por toda la superficie 
cerrada o, por consiguiente: 

í í í ~d~ d ' J dZ = í í Z y ‘ Z>> C ° S ^ 


fí 


De un modo semejante, obtenemos las correlaciones: 
dY 
dy 


ííí ~o~^ dz = íí Yy ' z ^ cos ( n ' rt da ’ 

V * a 

í í f ——- dxdy d:= ^ ^ X (x, y, z) cos (n, x) da. 


Sumando miembro a miembro las tres últinias ecuaciones, obte- 
nemos la fórmula de Ostrogradski *): 


íff( 


( dX 

lÍL. 

,JL' 

\dx 

dy 

dz 


dx dy dz = 


ff 


= \ \ (X cos (n, x) + Y cos (n, y) + Z cos (n, z)) da. 


( 2 ) 


dX dY d7 

Laexpresión^—— k—s~ se Hama divergencia del vector (o sea, 
ox oy az 

divergencia de la función vectorial) 

F = Xi + Yj + Zk 
y se designa por el símbolo div F: 

dX . dY , dZ 


div F : 


dx 


dy 


dz 


*) Esta fórmula (Ilamada también de Ostrogradski — Gauss) fue obtenida 
por el célebre mateinático ruso M. V. Ostrogradski (1801 — 1861) y publicáda 
por él en 1828 en el artículo «Notas sobre la teoria del calor». 



Operodor de Hamillon y alpunas de sus aplicaciones 


245 


Indiquemos que esta fórmula es váiida para todo dominio que 
puede ser dividido en dominios parciales que satisfacen a las condi- 
ciones expuestas al principio del párrafo corriente. 

Demos una interpretación hidromecánica de la fórmula obtenida. 

Supongainos que F = Xi + Yj + Zk es el vector de velocidad 
de un líquido que corre a través del dominio V. En este caso, la 
integral de superficie en la fórmula (2) es la integral de la proyección 
del vector F sobre la normal exterior »; esta integral da la cantidad 
del líquido que sale de V a través de la superficie a en una unidad 
de tiempo (o que entra en el dominio V, si la integral es negativa). 
Esta cantidad se expresa mediante la integral triple de div F. 

Si div F s 0, la integral doble extendida por toda la superficie 
cerrada es nula, es decir, la cantidad del liquido que sale (o entra) 
a través de toda la superficie cerrada o es igual a cero (no hay fuen- 
tes). Hablando con mayor precisión, la cantidad del líquido que 
entra en el interior del dominio es igual a la que sale de éste. 

En forma vectorial la fórmula de Ostrogradski se escribe así: 

J S J div F dv == J’ J Fn ds (1") 

v o 

y se anuncia diciendo: la integral de la divergencia de un campo 
veciorial F, extendida por cierlo volumen, es igual al jlujo tlel vector 
a través de la superficie quc limita este volumen. 


§ 9. OPKRADOR DK IIAMILTON 
Y ALGUNAS DK SUS APLICACIONES 


Sea una función u = u (x, y, z). En cada punto del dominio 
dondo está definida y derivada la función u (x, y, z) se determina 
el gradiente: 

j .dn , .du , , du ... 

gradu = <^+i-+fc-. (t) 

E1 gradiente de la función u (x, y, z) se designa, a veces, de la mane- 
ra siguiente: 


r, . du , du . , du 

Vu = Vx+^ + fc iTz : 


( 2 ) 


el signo v es una delta invertida y se llama «nabla». 

1) Es cómodo escribir la ecuación (2) en la forma simbólica: 


v “=(‘á+^i+ s 5)“ 


( 2 ') 


y considerar el símbolo 
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como un «vector simbólico». Este vector simbólico se llama hamilto- 
niano u operador de Hamilton , o, simpiemente, nabla (y — operador). 
De las fórmulas (2) y (2') se deduce que, al «multiplicar» el vector 
simbólico v por la función escalar u, obtenemos el gradiente de esta 
función: 

Sju = grad u. (4) 

2) Podemos formar un producto escalar del vector simbólico v por 
el vector F — iX + JY + kZ\ 

VF ={ i f x + Jr«+ k §i)< iX + jY + kZ) = 


= i.X + i.y + i. Z = Í*+Í>: 

dx dy dz dx dy 


dZ 

dz 


div F 


(véase el § 8). Así, 

yí’ = div F. (5) 

3) Formemos un producto oscalar del vector simbólico por 
el vector F = iX + jY + kZ : 

V X F =(i— + j — + k — ) y. (iX + jY + kZ) = 

\ dx dy dzt 


i 

J 

k 










d 


d 


d 

d_ 


d 

d 


d 

d_ 

dx 

X 

dy 

Y 

dz 

Z 

= 

dy 

Y 

óz 

Z 

-i 

dx 

X 

dz 

Z 


óx 

X 

Y 


. ( dZ dY\ .( dZ dX \ . . (dY dX\ 

\ dy dz ) \ dz dx ) \ dx dy ) 

(véase el § 7). Así, 

V X F = rot F. (6) 

De lo expuesto se deduce que el uso del vector simbólico y nos 
permite expresar las operaciones vectoriales de una manera muy 
breve. Examinemos unas cuantas fórmulas más. 

4) E1 campo vectorial F ( x , y, z) = iX + jY + kZ se llama 
campo vectorial potencial. si el vector F es el gradiente de cierta 
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función escalar u (x, y, z): 


o sea, 


F = grad u, 
*-*£+*£+*«• 


dx ' J dy u * 

En este caso, las proyecciones del vector F son: 


X-- 

X ~dx' 


Y = 


du 

dy' 


Z-p. 

dz 


De estas igualdades se deduce (véase § 12, cap. VIII, tomo I): 


dX dY dY dZ dX _ dZ 

dy dx ' dz dy dz dx 


dX dY Q dY dZ dX dZ 

dy dx dz dy ' dz dx 


Por consiguiente, para el vector examinado F tenemos: 

rot F = 0. 

Así, obtenemos: 

rot (grad u) = 0. (7) 

Aplicando y — operador, en virtud de las fórmulas (4) y (6), pode- 
mos escribir la igualdad (7) así: 

(y X yu) = 0. (7') 

Usando la propiedad de que, para multiplicar un producto vectorial 
por un escalar es suficiente multiplicar esta magnitud escalar por 
uno de los factores, escribamos: 

(V X V) “ = 0. (7') 

Aquí, el operador y de nuevo tiene las propiedades de un vector 
ordinario: el producto vectorial de un vector por sí mismo es nulo. 

E1 campo vectorial F (x, y, z) para que rot F = 0 se llama 
irrotacional. De la igualdad (7) se deduce que todo campo potencial 
es irrotacional. 

La conclusión inversa también es válida: si algún campo vecto- 
rial F es irrotacional. es también potencial. Esta afirmación es 
correcta, lo que s« deduce de los razonamientos dados en el final 
del § 7. 

5) E1 campo vectorial F (z, y, z), para que div F = 0, es decir, el 
campo vectorial que no tiene fuentes (véase el §8) se ilama solenotdal. 

Dcmostremos que 

div (rot F) = 0, 


es decir, que el campo de rotacionales es libre de fuentes. 


( 8 ) 
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rot /• 




o, s¡ F 

= iX 

+ JY 

+ kZ, 

entonces: 



í az 

_LL\ 

+ j( 

dX 


f dY 

dX 

\ dy 

dz ) 


dz 

dx) 

< dx 

dy ) 


y por esto: 


__1( 

' ir¿ 

dY \ 


> dy 

dz ) 


+ 


t^9X__to\.d_(aY__dX_\ 0 

dy V Oz dx ) óz V. dx dy ) 


Aplicado el y — operador, escribamos la igualdad (8) en la íorma: 

V (V X F) = 0. (8') 

E1 primer mienibro de esta igualdad lo podemos considerar como 
un producto vectorial y escalar (mixto) de los tres vectores: y, y, 
F , dos de los cuales son iguales. Es evidoute que este producto es 
nulo. 

6) Sea un campo escalar u = u (x, y, z). Dcterminemos el 
campo de gradientcs: 


,du , .du du 
e ndu=i- + j- + k Fz . 


Ahora hallemos: 


, a » d (du\ , d (du\ , d (du\ 

d 'V (ír * <1 “> = S (.5 j + U j + 5 (.S J 


, . v <? u , & U , <? u 

d.v(gradu) = - + _ + -. 


(!») 


E1 segundo miembro de esta expresión se llama operador de Laplace 
de la función u y se designa 


— — i L i _ 

~ + ¿>y 2 + dz z ' 


( 10 ) 


Por consiguiente, podemos escribir la igualdad (9) en la forma: 

div (grad u) = Au. (11) 

Con ayuda del y — operador escribamos la ecuación (11): 

(yyu) = Au. 


(ll') 
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Notemos que la ecuación 


dx 2 dy 2 dz 2 


Au = 0 


( 12 ) 

( 12 ') 


se llama ecuación de Laplace. La función que satisface a esta ecuación 
se llama función armónica. 


Ejercicios para el capítulo XV 
Calcular las integralcs curvilioeas siguientes: 

t. $ y 2 dx-\-2xy dy a lo largo de la circunferencia x = a cos I, y = asenl. 
fíespuesta: 0. 

2 . j¡ y dx—x dy a ]o largo del arco del elipse ar = acos/, y=bsent. 
fíespuesta: —2nab. 

3. ^ g ■ * ^ dx-^L_dy a lo largo de la circunfcroncia con el contro 
en el origen de coordenadas. fíespuesta: 0 . 

4. ^ a lo largo de un scgincnto de la recta y = x, desde 

*=>1 hasta x = 2. fíespuesta: ln 2 . 

5. J yi dx + xz dy-f-xy dz a lo largo del hélice x = acos I, y = asent, 
z = kt, cuando t varia dcsde 0 hasta 2 n. fíespuesta: 0 . 

6 . jxdy — ydx a lo largo del arco de hipocicloide i = acos 3 «, p = 

= asen 3 t. fíespuesta: na 3 (área duplicada de la hipocicloide). 

7. C x dy — ydx a lo largo del Iazo del folio do Descartes x , 

0 1 + 1 3 

U = ^ - 3 • fíespuesla: — a 3 (área duplicada del dominio limitado por este 

lazo). 

8 . jxdy — ydxa Io largo de la curva z = a(t —seni). p = a(l — cos () 
( 0 <l< 2 n). fíespuesta: — 6 na* (área duplicada del dominio limitado por un 
arco de la cicloide y el eje Ox). 

Demostrar que: 

9. grad (cip) = e grad q>, donde c es constante. 

10 . grad (c|ip-(-e 2 <|)) = C| grad 9 + e 2 grad ifi, donde c es constante. 

11. grad ( 91 ( 1 ) = 9 grad ij>-f i|j grad 9 . 

12. Hallar grad r, grad r*, grad , grad / (r), donde r = V z2 + tf 2 + í2 - 

fíespuesta: — : 2 r; — ~ ; /' (r) — . 

r r 3 ' r 

13. Demostrar que div (A + B) = div A + div B. 

14. Calcular divr, donde r=xi+yj+tk. fíespuesta: 3. 

15. Calcular div(.á 9 ), donde A es una función vectorial, y 9 s una 
función escalar. fíespuesta: 9 div A -(-(grad fA). 
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16. Calcular div (r.c.), donde e es un vector constante. Respuesta: . 

17. Calcular diviB(r^l). fíespuesta AB. 

Demostrar que: 

18. rot (c^Ai + c^Ari^Ciiot A t +c 2 TOt A 2 , donde c, y c 2 son constantes. 

19. rot \Ac) = grad Axc, donde c es un vector constante. 

20. rot rot.á=graddiv A — \A. 

21. A Xgrad q> = rot(<p+). 

Integrales de superficie 

22. Demostrar que ( J cos(nr) do=0, si o es una superficie cerrada y n 
es su normal. 

23. Hallar el momento de inercia, respecto al eje Ot, de la superficie 
de un segmento de la esfera de ecuación **+P*+** = fl* separado por el 

plano i = H. fíespuesla: (2fi»-3fl*// + ff*). 

24. Hallar el momento de inercia, respecto al eje Oi, de una parte de la 
superficie del paraboloide de revolución x» + y* = 2cí, separada por el plano 

16 

z = e. fíespuesla: -jc 8 . 

25. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de una parte de la 

superficie del cono x*. separada por el plano t = H. fíespuesta: 

0 ; 0 ; ■§.*. 

26. Calcular las coordenadas del centro de gravedad de un segmento de 
la superficie de la esfera **+p* + z* = /f», separado por el plano t = H. 

fíespuesta: ^O, 0, • 

27. Hallar JJ [xcos(nx) + ¡ícos (ny) + z cos (nz)| do, donde o es una super- 

a 

ficio cerrada. fíespuesta: 3 V, donde V es el volumen del cuerpo limitado 
por o. 

28. Hallar JJ tdxdy, donde S es la superficie exterior de la esfera 

4 

x* + |/* + z* = fl*. fíespuesta: -^- nfí 3 . 

29. Hallar J J x* dy dt + y 1 dt dx + t* dx d¡/, donde S es la superficie exte- 

8 

rior de la esfera x*+y* + ** = fi*. fíespuesta: nfí 1 . 

30. Hallar JJ V*' + V* d*. donde S es la superficie lateral del cono 

s _____ 

x* . ¡/* z* . . 2na* ~\/a i + 6* 

■¡T+ir—6T=°' 0<*<6- fíespuesta. -j-- 

31. Transformar, según la fórmula de Stokes, la integral J y dx+zdy+x dz. 
fíespuesta: — J J (cos a + cos p + cos y) ds. 

Hallar las integrales curvilíneas directamente y con ayuda de la fórmu- 
la de Stokes: 
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32. $ (y — z) di + (* + *)di/ + (* + !/) dz, donde L es una circunferencia 

• c J^.¡ / s^-íS =a 2, x + y + i = 0. Respuesta: 0. 

33. 5 X*y s dx + dy + zdz, donde L cs una circunferencia ** + i/ , =Jf*. s*=0. 

L 

fíespuesta: -g— . 

Utilisando la fórmula de Ostrogradaki, transformar las integrales de 
superficie en las de volumen: 

34. t f (* cos a + y cos P -f z cos y) ds. fíespuesta: J J t 3 dx dy dz. 

s V 

33. J $ (z« + |/S-f x»)(di/ds + dxds4-did|/). fíespuesta: 

2 $ $ S ( x+y + t)dxdydz. 

36. J J xy dx dy + yz dy dz + zx dz dx. fíespuesta: 0. 

37. ^ |^-di/ds + -|^ dxdz + ^-dxdy. fíespuesta: 

SSS ©+£+*) 

V 

Usando la fórmula de Ostrogradski, calcular las siguicntcs integrales: 

38. (icosa+y cos P +1 cosy) dr, donde S es la superficie de un elip- 
S 

soide -^- + -p- + -j^- = l. fí espuesta: 4 nabc. 

39. Ct (*3cosa+!/ 3 cosP + s 3 cosv)dí, donde 5 cs la superficie de una 

S 12 
csfera x*+y* +z* = fí 2 . fícspuesta: — afi*. 

40. i* dy dz + y 2 dz dx + z 2 dx dy, donde S es la superficie de un cono 
S 

3-s u» 2« .. _ nnSftJ 

— + -| r -^ T = 0 (0<2<ó). fíespuesta: —— . 

41. x dy dz + y dx dz + z dx dy, donde S es la superficie de un cilindro 
S 

x?+y 2 = a 2 , —< 2 </7. fíespuesta: 3nn 2 //. 

42. Demostrar la identidad ^ (-jjjj-+-^-íj-) dx dy =^ ds, donde 6' 

D C 

es un contorno que limita el dominio D, y -^j-, una derivada siguiendo 

la normal exterior. 

Solución. 

^ (-!lL + -|‘L) dx dy = —Y dx + X dy = [ - Y cos (s, x) + X sen (.?, i)| ds, 

’6 C C 

donde (s, x) es el ángulo formado por la tangcnte al contorno C y el ejo Ox. 
Si designamos por (n, x) el ángulo formado por la normal y el ejo Oz, 
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entonces son (s, z) =cos (n, x), cos (í, x) = — sen (n, z). Por consiguiente, 
^ [~dx — dzdy= ^ (Xcos(n, x) + ysen(n, *)) dí. Poniendo X = ^^ , 


Y = 4— . obtenemos: 

dy 


ll (S- + $-) ál<,! '=$ (-£- C0S < n ’ *) + |j®en(n, x)) * 




I.a expresión se llama optrodor de í.aptace. 

ox* oy* 

43. Demostrar la identidad (asi llamada fórmula de Green) 

JJJ (oAu-»Ao)dxdyd*=JJ (•£—■£■)*». 
v o 

donde u y v son funciones continuas que lienen derivadas continuas hasta el 
segundo orden en el dominio D. 

Los símbolos Au y Ao significan: 


Au = 


3 a u d a u d a u 
dr a + dy a + d* a 


d a o . 3 a u . <? a u 
Aü— dx* + "dy a ' + a* a 


Estas expresiones se llaman opcradores de Laplace en el espacio. 


Solución. En la fórmula 

111 + ír + 17) dx dy dt = S S {X ' cos(n ’ * ,+y C0S ( ”’ v)+z 003 ( "’ 1)1 da 

“v * o 


pongamos que 

X = vu' x — uv' x , 

Y = vu' u —uv' y , 

Z = vu' t — uv' t . 

Entonces 

+ W +1T = '° ( “« + “w+“á> - “ ("« + “iu + ■’«) = "Au - uAu, 

Z cos (n, x) + Ycos(n, y) + Z cos (n, *) = 

= v (u’ x cos nx + u' y cos ny -f u' t cos nt) — u (v' x cos nx + v' y cos ny u’ cos ne) = 

— _ _£ff_ 

° dn “ dn 


l l J (uAu uAu) dxdydz=ll(v^-u ■£■) do. 
V o 


Por tanto. 
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44. Demostrar la identidad 

V o 

dondc Au = -||+j--f («perador de Laplace). 


Solución. En la fórmula de Green deducida en el ejemplo anterior ponga- 
mos o = l. Entonces Ao = 0 y obtenemos la identidad mencionada. 

45. Si u (x, y, z) es una función armónica en cierto dominio, es decir, 
una función tal que cn cualquier punto de esle dominio satisface a la ecuación 
de Laplace 

d l u 3 J u ó»u _. 

+ dp* + dz* =U ’ 

entonces 

SS*--‘ 

a 

dondo o es una superficie cerrada. 


Solución. Se infiere directamente do la fórmula dada en el problema 44. 

46. Sca u (x, y, z) una función armónica en cicrto dominio V y supongamos 
[ue en el dominio V se encuentra una esfera o con el centro en el punto 
vt (*|, y¡, x,) y cl radio H. Demostrar que 

5 


Solución. Exaininemos el dominio Q limitado por dos esferas o, o de 
radios H y n (p< H) con centros en el punto M (x,, y x , i,). Apliquemos a este 
dominio la fórinula de Grecn deducida on el problema 43, designando con u 
la función arriba indicada y con u, la función 

= 1 1 
r 


V (*—*i) J +(y—>i)*+(*—x,>* 

Healizando Ia dcrivación directa y sustitución nos convencemos quo 


aí» 


„ „ Qt u 

+ -^j- + -^j-= 0. Por consiguiente, 


í>*v 

dx« 


+ 


ss(f£-4f) 


da = 0, 


o+o 


Ss(f£-4^-)-+Ss(f £-“#)*-»■ 

2 5 

En las superficies o y o la magnitud ~ es constante y —^ y por eso- 
puode ser sacada fuera del signo de la integral. En virtud de la respuesta 
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obtenida en el problema 45, tenemos: 


Por tanto, 


»(t) pp 3 (t) 

- ss u do s s u<, ° = °’ 


pero, 


Por eso 


dn dr r* 

+ n u i d °~ss u -¿‘ ío=o 

? ó 


ü 


■¿■SS ud °-¿-SS“ ,to - (,) 

2 5 

Apliquemos cl teofema de la media a la integral del segundo miembio: 

fSS-- J! V JL SS*- 

2 ¿ 

dondo u (£, q, £) es el punto sobre la superficie de una esfera de radio p 
y centro en el punto M <*,, ¡/|, j,). 

Hagamos que p tienda a coro; entonces u(\, q, J)-*-u(* t , y t , s¡): 



a 


Por consiguiente, cuando p —0, obtenemos: 

-^T § S udo_ *‘“( 1 ** Vl' J i) 4n - 

o 

Luego, puesto quo el primer miembro de la igualdad (1) no depende de p, 
entonces para p-*-0, obtenemos definitivamente: 

"S*" S S udo “ 4,lu (*‘* Vi* *t) 

o 


“ (*i. Vi. *l) 


i 

4nfl* 




u da. 


a 


6 




CAPITULO XVI 


SERIES 


§ I. SERIE. SUMA DE UNA SERIE 
Dcfinición 1. Sea dada una sucesión infinita do números *) 

« 1 . « 2 . « 3 . 

La expresión 

u, + u 2 + u s + ... -1- u„ + ... (1) 

se lJama seric númerica. Los números u 2 , ... u n , . . . se llawan 
términos de la serie. 

Dctinición 2. La suma del número finito dc los n primcros térmi- 
nos de la serie se llama n — ésima snma parcial de la serie: 

s„ = u, + u 2 + . . . + u„. 

Examincmos las sumas parciaies: 

s, =» u„ 

s 2 = u, + u 2 , 

s 3 = u, + u 2 + u 3 , 


s n = u, + u 2 + u 3 + ... + u„. 

Si existe un Jímite finito 

s = lim s„, 

entonces, éste se llama suma de la serie (1) y se dice que la serie 
converge. 

Si lím s„ no existe (por ejemplo, s„ -► oo para n oo), entonces 

n -» oo 

se dice que la serie (1) diverge y no tiene suma. 

Ejemplo. Examinemos la serie 

_ a + ag + a9 2 -r...+09 n_, + ... (2) 

•) Una sucesión se considera dada, cuando se conoce la ley que permite 
calcular cualquier su término u n para n dado. 




256 


Serles 


Es una progrcsión geométrica con primer término a y razón q(a 0). 
La suma de los n primeros términos de la progresión goométrica (para 
q - 4 = 1 ) es igual a: 

a — aq n 

5 "=-r4- 

ó 


*) Sl |?|< 1, entonces q n 


s n 


a aq n 
~i—q 1—9 
0 cuando n 


lím s„ = lím 

n-*oo n*oo 


( “ a 1 n \ 
vi —q 1 -q) 


co y, por consiguiente, 
a 


i —q' 


Esto significa, que si | q |< 1, la serie (2) converge y su suma es 



2) Si 

a —ao" 


|7|>1i entonces | 9 n |—*oo cuando 
± co, cuando n—►£», es decir, líms n 

n.oo 


n—*■ co y, por tanto, 
no existe. De esto modo, 


cuando | qr | > 1 , la serie ( 2 ) diverge. 

3) S¡ 9 = 1, la serie (2) tiene la forma 

a + “ + o + ... 

En este caso s n = na, lim s„ = co, es dccir, la serie diverge. 

n-*oo 


4) S¡ 9 = — 1, la serie (2) toma la forma 


a — a + a — a +_ 


En esle caso 


{ 0 , cuando n es par 
a, cuando n es impar. 

Por consiguiente, s n no tiene limite, la serie divergo. 

De este modo, la progresión geométrica (con el primer término diferente 
do cero) converge solamente cuando el valor absoluto do la razón de la pro- 
gresión es menor quo 1 . 


Teorema 1. Si converge la serie, obtenida mediante la supresión 
en(\) de algunosde sus términos, entoncesconverge también la serie dada. 

Inversamente, si converge la serie dada, entonces converge también 
la serie obtenida mediante la supresión de algunos de sus términos. 
En otras palabras, en la corwergencia de la serie no influye la supresión 
de un número finito de sus términos. 


Deraostración. Sean s n la suma de los n primeros términos de la 
serie ( 1 ); c k , la suma de los k términos suprimidos (notemos, que 
cuando n es suficientemente grande, todos los términos suprimidos 
se contienen en la suma s„); o n _ h , la suma de los términos de la serie 
que entran en la suma s„, pero no entran en la c*. Entonces tenemos: 

= c* + «Jn-A. 

donde es un número constante que no depende de n. 


Seríe. Suma de una serie 
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De la última relación se deduce que si existe lim a„_*, entonces 

71 -• ao 

existe también lím s„; si existe lím s n , entonces existe también 

n -* oo n -* oo 

lím a n _* y queda así demostrado el teorema. 

II -♦ oo 

Concluyendo el párrafo, indiquemos dos propiedades elementales 
de las series. 


Teorema 2. Si la serie 

a l + «2 7 • • • (3) 

converge y su suma es igual a s, entonces la serie 

ca, -t- ca 2 4- .... (4) 

donde c es un número arbitrario fijo, lambién convergc y su suma es 
igual a cs. 

Demostración. DesÍRnemos por s„ la n — ésima suma parcial de 
la serie (3) y por o„, la suma parcial de la serie (4). 

Entonces: 

o n = ca¡ + ... + ca n = c (a, + • • • + a„) = cs„. 

De aquí es evidente que el límite de la n-ésima suma parcial de la 
scrie (4) existe, puesto que 


lím a„ = lim (cs„) = c lím s n = cs. 

n -*« n n-*» 


I’or tanto, la serie (4) convergc y su suma es igual a cs. 


Tiorema 3. Si las serics 


y 


at + a 2 + . . . 

+ b~ + . . . 


( 5 ) 

( 6 ) 


convergen y sus sumas son iguales a s y s, respectivamente, entonces 
las series 


y 


(a, + b,) + (a 2 + b 2 ) + . . . 
(<Ji — b¡) + (a» — b 2 ) + . . . 


(?) 

( 8 ) 


también convergen, y sus sumas son iguales a s + s ij s — s, respectiva- 
mente. 


Dcmostraeión. Demostremos la convergencia dc la serie (7). 
Designemos su n-ésima suma parcial por o„, y las n-ésimas sumas 

parciales de las series (5) y (6) por s„ y s„, respeclivamentc, y obte- 


17 —5.1B 
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nemos: 

0» = ( fl l + b|) + • • • + ( a n + (>,,) = 

= (°l+ - •- + a„) + (i»| + ... + b„) =S„ + S„. 
Pa.sando en esta igualdad al límite, cuando n —oo. ohtenemos 
lím o„ = lím (s„ + s„) = lim s„ -f- lim s„ = s + s. 

II-»* II • ♦ «-•■»• 

De este modo, la serie (7) converge y sn siuna es igual a s s. 

De una manera semejante se demtiestra i(iic la serie (8) lainliién 

converge y su suina es igual a s — s. 

Se dice que las series (7) y (8) son obtenidas mediaute la adición 
o la sustracción, respectivamente, lérmino a término, de las series 

(5) y («). 


§ 2. CO N UIC.ION NKCESARIA 
1)E CONVERGENCIA I E UNA SERIE 
Kn el estudio de las serics, uno de los problemas principales es el 
de la convergencia o de la divcrgeucia Je la serie dada. A conliiina- 
ción establezcamos los criterios suficient-es. a base de los cuales se 
puede resolver este problema. Abora examinemos un criterio nece- 
sario para la convergencia de una serie. es decir, establezcamos la 
condición, cuyo inciimplimiento significa que la serie divcrge. 

Teorema. Si una serie convcrgr, entonccs su n-ésimo término ticmle 
a cero, cuando n crece inde/inidamenle. 

Demostración. Sea la serie u, !- u 2 = u* + ... ; »„ + ... 

convergente, es decir, tiene lugar la iguabiad lím s„ s, donde 

n — ol > 

s es la suina de la serie (o sea, un número finito fijo), pero entonces 
tenemos la igualdad lím s n _¡ — s, pucsto ijne cuando n -<■ oo, tnin- 

n -* oo 

bién (« — 1) -► oo. Sustrayendo término a término la scgunda igual- 
dad de la primcra, obtenemos: 


lím s„ — lím s„_, = 0 

6 


Pero, 

Por consiguiente. 


lím (s„ —s„_,) = 0. 

n-+°° 

— *«-! = «„• 


lím u n = 0, 

n-+°o 

lo que se trataba de demostrar. 
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Corolario. Si el n-ésimo término de la serie no tiende a cero, cuando 
n -*■ oo, la serie diverge. 

Kjemplo. La scrie 

1,2.3. , n 

7+T+T+ — +3TFT + -* 

diverge, puesto que 

lim u n = lim =4^0. 

n-*oo n-*oo \¿ n t 1 / - 


Subrayemos que el criterio analizado es sólo indispensable, 
pero no es suficiente, es decir, de lo que n-ésimo término tiende a cero 
no se dcduce obligatoriamente que la serie converge (la serie puede ser 
también divergente). 


Por ejemplo, la liamada serie armónica 


,+ T + ¥+T + 


... H- 1-... divergo, aunque líin n„ = lím— = 0. 

i,-*oo n-.oo tl 

Para demostrarlo, escribamos más detalladamente la serie armó- 
nica: 


,+ t + t + 4 + 4 + 4 + 4 + 4 + 


+ i) + 10 + 11 + 12 + 13 + 14 + 15 + lli + 17 + 
Escribimos, luego, una serie auxiliar: 


• ( 1 ) 


,+ 4 + 4 + t + 4 + 4 + 4 + 4 + 


18 suniand>>8 



( 2 ) 

La seric (2) se forma de modo siguiente: su primer término es 
igual a 1; el segundo, a 1/2; el tercer y cuarto son iguales a 1/4; 
los términos a partir del quinto hasta el octavo son iguales a 1/8; 
los términos desde el noveno hasta el 16 son iguales a 1/16; los tér- 
minos desde el 17 hasta el 32 son iguales a 1/32, etc. 

Designemos por s'A’ lasuma de los n primeros términos de la serie 
armónica (1) y por s'J’, la suma de los n primeros términos de la 
serie (2). 


17 * 
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Pucslo que cada término de la serie (1) es mayor que el corres- 
pondiente término du la seric (2 y o es ignal a éste, entonces. para 
n > 2, tcnemos 


s'A' > s l í*. (3) 

Calculemos las sunias parciales de la scrie (2) para los valores 
de n, iguales a 2‘, 2 J , 2 3 , 2*. 2 5 : 

< ,- , + 4- i + , 4 > 

+-|+(4+t) =i+ 4 + 4 =i+2 '4' 

1 + 4 + ({+ {) + (-J + 4 + 4 + 4) = 1 + 3 4* 

*>•= 1 +4 + (t + t) + (4 + •• • + 4) + (íTi + • • ■ + iTí) = 


snm.mdits 


b Burnandus 


= 1+TT, 


%= 1 + 4 +(-J-+})+(4 • ■+4)+( h +• • •+4)+ 

4 suninndos fc KumnndoH 



\ tí RumandoH 


del niisnio inodo se calcnla que = 1 + 8-1/2, s 2 7 = 1+7 -1/2, 
y, en general, s 2 * = 1 + A'-1/2. 

Por consiguiente, las sumas parciales de la serie (2), para k sufi- 
cientemente grande. pucden ser rnayorcs qne cualquier núniero 
positivo, es dccir, 

lím s ( n= oo, 

n—oo 


pero, entonces, de la relación (3) se deduce que también 

Iím s ( n= oo, 


es decir, la serie arinónica (1) diverge. 
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§ 3. COMPARACION DE LAS SEKIES 
CON TERMINOS POSITIVOS 


Sean dos series con términos positivos: 

Ml + “2 + “3+. (1) 

v i + ^2 + v 3 + • • • + v n + • • • (2) 

Pi-ra éstas son válidas las siguientes afirmaciones. 


Teoreuia 1. Si los términos de la serie (1) no son mayores que los 
términos correspondientes de lo serie (2), es decir, 

u n < (« = 1. 2, . . .), (3) 

y la serie (2) converge, entonces la serie (1) también converge. 


Demoslraeión. Designemos por s n y (i„, respectivamente, las 
suruas parciules de las series primera y segunda: 


ri n 

s„ = 1’ v ¡, a„ = 2 V,. 

/—I 1=1 

De la condición (3) se deduce que 

s„ < «„ • (4) 

Puesto que la serie (2) converge, entonces existe el lirnite o de 
su suma parcial 


lim o„ =o. 

n-*«* 

Puesto que los términos de las series (1) y (2) son positivos, tenc- 
mos o n <; o; entonces, en virtud de la desigualdad (4) 

s„ < o. 

Asi, lienios demostrado que las sunias parciales s n están limitadas. 
Nolemos que Cuando n crece. la suma parcial s n también crece; al 
mismo tiempo, del becho de que la sucesión de las sumas parciales 
está limitada y crece se deduce que ésta tiene un limite *) 


Um s„ = s, 

y es evidente que 

s < o. 

Basándose en el teorema 1, se puede juzgar sobre la convergencia 
de algurias series. 

KjcDiplo 1. La serie 

*) Para convencerse dc que la variable «„ tiene un límite. recorderaos un 
criterio de existencia del límite de una sucesión (véase fi 5. cap. II, tomo I): 
•si la variable es crecicnte y acotada, entonces ella tiene un liir.ite». En el caso 
dado, la sucesión do las sumas s^ está limitada y crece, por consiguiente, ella 
tiene un limite, es decir, la serie converge. 
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convergr. pucslo ijuc sus tcrinim» son mcnores quc los tcrininos corrcspon- 
dientcs dc la serio 

H ±, -L.I ± , . _• ' + .. 

' 2* ' 2® ' 2*.2" ^ 


l’ero. In últiina scric convcrgc pucsto quc sus tcrininos. a parlir dcl segtindn. 
fornuin unn progrcsión gcoinctricn dc razón '/j. l-a sunia de esla scrie cs 

igual ii |L. Por consiguicnlc, cn virtud dcl tcorcmn 1, la seric dada lam- 

bién convcrge y su suma no supcra a I L. 

Tcorcma 2. Si los términos de la serie (/) no son menores <jue los 
términos respectivos de la serie (2), es decir 

(S) 

y la serie ( 2) diverge, enlonces la serie (/) también diverge. 
Dcmostración. De la condición (5) se dedtice qne 

s n '-> <V (li) 

Conio los términos de la serie (2) son posilivos, entonces su sttma 
parcial o„ crcce, al numonlar n, y como la serie diverge, entonces: 


lím o„ = oo. 

Pero, en viitud de la desigualdad (6) 

lím s n - co. 

n-*co 

es decir, la serie (1) diverge. 

Ejcmplo 2. I.a scric 

H 'vl + Vl + - +: 7s + - 

divcrgo pucsto quc sus términos (a partir dcl segundo) son mayores quo los 
términos cnrrcspondientes de la scrie armónica 

la cual, como es sabido, diverge. 


Observaeión: Los dos criterios demostrados (teoremas I y 2) 
son válidos solamente para las series con términos positivos. EUus 
quedan en vigor también para el caso. en que algtinos términos de 
la primera o segunda serie son iguales a cero. Sin embargo. estos 
criterios dejan de scr válidos. si entrc los términos de la serie hay 
númeios negativos. 


§ 't. CKITERIO l)E D'ALEMBERT 

Teorema (Criterio de d’Alembert). Si en una scrie con términos 
positivos 

U| + «I , «3 -i- . . . + H», -! - - ■ (1) 

la relnción <le (n -• 1)-t rsimo término respectu al n-ésimo cuando 
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n —> oo, tiene un limite ( finito) l, o sea, 


Ifm-SHS—I, 

n-*oo W n 


( 2 ) 


entonces: 

1) la serie converge cuando l < 1, 

2) la serie diverge cuando l > 1. 

(Cuando Z = 1, el teorema no da la respuesta sobre la convergencia 
o divergencia de la serie). 


Demostración. 1) Sea /<1. Examinemos el número q que satis- 
face a la correlación / < q < 1 (fig. 342). 


0 I q 1 
Un 

Fig. 342 


De la definición del líinite y de la relación (2) se deduce que 
para todos los valores n, a partir de cierto número N, o sea, para 
n>N, tiene lugar la desigualdad 


«n+l 


<?■ 


(?) 


En efecto, como la magnitud tiende al límite /, la dife- 

rencia entre la raagnitud U —■ y el número / (a partir de cierto 

u n 

número N) se puede hacer xnenor, en valor absolulo, que cualquier 
número positivo, en particular, menor que q— I, es decir, 

Un+t 1 


/ < 9 -/. 


De la última desigualdad se deduce la desigualdad (2'). Escri- 
biendo esta desigualdad para diferentes valores de n, a partir 
del número N, obtenemos: 


it K +i<qu H , 
U N + 2 <qu N +,<<f¡ 
u N + 3 <qu N + 2 <q‘ 


' 3 u k , 


Examinemos ahora dos series: 

m I+ u 2 + u 3+ ••• + U N + U K + , + M.v +2 + 

u N + qu N + q~its + . 


(3) 


(D 

<n 
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La serie (l') es una progresión geométrica con razón positiva 
q < 1. Por consiguiente, esta serie converge. Los términos de la 
serie (1), a partir de Ujy+i. son menores que los términos de ia 
serie (l'). Según el teorema 1, § 3 y el teorema 1, § 1, deducimos que 
la serie (1) converge. 

2) Sea / > 1. 

Entonces, de la igualdad lím —— l (donde />1) se deduco 

n-.® Wn 

que a partir de cierto numero N, o sea, para n>/V, tiene Jugar 


H H 



Flg. S4S 


la desigualdad 


«n* 1 


1 (fig. 343), ó Un T i>u„ para todos los n > N. 


Pero esto significa que los términos de la serie trecen, a partir 
del número .V +1. y, por eso, el término común de la serie no 
tiende a cero. Por consiguienle, la serie diverge. 

Observación 1. La seric divergirá también, cuando lim^-'= oc. 

n-,oo U„ 

Esto se deduce de que si lím = oo, entonces, a partir de cierto 

n—»oo 

- > 1, ó U„ t , >M n . 


número n = N, lendrá 'ugar la desigualdad —~ 

Ejemplo I. Estudiar la convergencia de |a serie 

I 

I-2-3...•n 


I+X+. 1 


1-2 ' 1-2-3 
Solución. Aqui tenemos: 

1 1 


+ ••• + 


+ ... 


“n = 


l-2-...-n " n! ' “"+ 1 l-2-...-n(n+|) (n+l)! 1 


“n* l 
Un 


1 


Por consiguiente, 


lím —Hü. 

n-.oo u n 


(n + 1) 1 n-t-l' 
1 


líni 


I 


0< 1. 


La seric converge. 

Ejemplo 2. Esludiar la convergencia de la serio 

2 -i. 23 23 J- ■ 2 V 

T + T‘ + T + "-' r 'S- + --- 




Crilerio de d'AUmberi 


Solución. Aquí tenemos: u n = ~; “n,i = r: 4^ = 2 - ” ; 

n «-)- i u n n —-1 

lím -±i±l= lím 2-4 t“2 >1. 
n-.co “n n-eoo n +1 

La serie diverge y su término común u„ liende al infinito. 

Observación 2. E1 criterio de d'Alembert da la respuesta de que 
una serie positiva dada converge o no, sólo en el caso en que 

lim t * f *' fl existe y difiere de 1. Si este límite no existe o existe, 

n-.oo Mn 

pero lím Ü 2 ±L es igual a 1, entonces el criterio de d’Alem- 

n-* oo 

bert no permite establecer que la serie converge o diverge, puesto 
que, en este caso, la serie puede resultar tanto convergente, como 
divergente. Para solucionar el problema sobre la convcrgencia dc 
semejantes series es preciso aplicar otro criterio. 

Notemos, sin embargo, que si lím -^211 = 1 y la razón 

n-*oo U n U n 

p;iro todos los números n, a partir de cierto número, es mayor que 1, 

la serie divergc. En efecto, s¡ - U " — > 1, entonces u„+, >u„ y el 

i¿n 

término común no tiende a cero, cuando n —> oo. 

Estudiemos los ejemplos que ilustran lo enunciado niás arrib.i. 

Ejempio 3. Analizar la convergencia de la serie 

T + T + T + "' + TTT + '" 

/■-H 

Solución. Aeuí lím —"■* 1 = lim -—-= lím -—— * = 1. En el caso 

ao u n n-*oo n n-*ao n ~ “T 
B+1 

dado la scrie div rge, puesto que ■ u "*- 1 > 1 para todos los n: = 

“n u n 

_n*+2n + i. 


Ejemplo 4. Aplicaudo el crilerio de d'AIeubert para la serie arniónica 

,+ T + T + "- + T + — 

notemos que u„ = -^-, u n+i— ~} f . >’■ por Consiguiente, 
lim -Ü5±L= lim 

n-.oo u n n-.oo ,l ' I 
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Así, basaiuiuse en ol criterio de d'Alembert, 110 podemos determinar, si la 
serie dada convergo o diverge. Pero antes hemos definido por otro procedi- 
miento, quc ia serio armónica divergo. 

Kjempio 5. Analizar la convergencia de la serie 

1,1.1, . < . 

t-2~2-3' r 3-4 1 n(«-M) 1 

Soliii ión. Aqui, 

1 1 

n(n-H) ' “ n “”(n h!)(»-) 2)' 

liasándose en el criterio de d'Alemhert no podeinos determinar nada 
respccto a la convergencia de esta serie, pero, partiendo de otras consi- 
dcraciones, se pnede definir que la serio converge. A1 notar que 

I 1_1_ 

n (n-j-1) n n-|-l ' 

podeinos escrihir la serie dada en la [ornia siguicnte: 

Uespués de abrir los paréntesis y liacer la reducción, la suma parcial 
de los n priineros térniinos será igual a 


Por consiguiente, 


lim *n = liin ( I — -A-r) =• •• 
V "1-1/ 


es decir, la scrie converge y su suma es igual a 1. 


§ 5. f.ltlTERIO l)K CAUCHY 

Teorema (Criterio de (.auchy). 6'i para la serie con términos 
posilivos 

«t + “2 *r tt) i •-.+««+-. - (!) 

la magnitud '{/’«„ tiene un limite jinito l cuando n -*■ oo, cs decir , 

lim u„ = /. 

n—<«. 

entonces: 

1) si l < 1, la serie converge; 

2) si l > 1, la serie diverge. 



Crilrrio de Cuuchtj 
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Deinostración. 1) Sea l < 1. Examinemos el número q que 
satisface a la desigualdad /<(/<1. 

A partir de cierto número n = N, tiene lugar la relación 

I — l\<q — l; 

de donde se deduce que 

Z~iZ<q 


para todos los n ;> A'. 

Ahora examinemos dos series: 


M| + «2 + «3+ ••• +«.v +«w + i +u w+2 + .... (1) 


í'+/ +1 + ? V+, + ••• (l') 

La serie (l') convcrge puesto qnc sus términos forman una 
progresión geométrica decreciente. Los términos de la serie (1), 
a partir de u y , son mcnores que los términos respectivos de la 
serie (l'). Por consiguienle, la serie (1) converge. 

2) Sea l > I. Entonces, a partir de cierto número n = A’, 
tenemos: 


ó 


VZ>t 

U n > 1. 


Pcro, si todos los términos dc la serie oxaminada, a partir de u A , 
son mayores que 1, la serie diverge, puesto que su término común 
iio tiende a cero. 


Ejemplo. Estudiar la convergencia do la scrie 

t+(Í) , +(4) , +-+(^ 



Solución. Aplii]uemos cl critcrio dc Cauchy: 


lím 


> "n 


lím 1 ( — lim ■■■■ = tt < 1 . 

n-« I \2n 1/ »-0. 2n (-1 2 ' 


La serie converge. 

Observación. Igual quc en el criterio de d’AJembcrl, cl caso de 



2fi8 


Serics 


exige un estudio adicional. Entre las series que satisfacen a esta 
condición, pueden encontrarse tanto convergentes, como divergentes. 
Así, para la serie armónica (que, como es sabido, diverge) tenemos: 


Para asegurarse 
Efectivamente, 



de esto, demostremos que lím ln 



0. 


lim ln 

n—«> 



— Inw 
n 


Aquí el numerudor y el denominador de la fracción tienden al 
infinito. Aj.licando la regla de l'Mospital, hallamos: 


lím In 

n — «• 



1 


= liin —— = 0. 

n-*°° 1 


Pues, lu 


Paro In serie 


nf | 

0, pcro enlonces; l-► I, es decir, 

\ n 



4 + 4 + 4 + ••• + 4 + ••• 


tnmbién ticne lugar la igualdad 



pero esta serie converge, puesto que, si snprin.imos el priraer tér- 
mino, los términos de la serie obteuida serán menores que los 
correspondientes términos de la serie convergeiite 


T~2 + 2^ + 


+ 


1 


n(n + f) 


+ 


(véase el ejamplo 5, § 4). 
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§ 6. CRITERIO INTEGRAL 
DE CONVERGENCIA DE LA SERIE 

Teorema. Sean los términos de la serie 

Ui + Uí + U S + (1) 

positivos y no crecientes, es decir, 

Ul > u 2 > U, > . . M 

y sca j (x) una función continua no creciente tal que 

/ (1) = u,; / (2) = u 2 ; . . / («) = u„. (2) 

En este caso son válidas las siguientes afirmaciones: 

1) si la integral impropia 

J f(x)dx 
i 

converge (véase § 7, capUulo XI, tomo I), es convergenle también 
la serie (1); 

2) si esta integral divergc, es divergente también la serie (1). 

Demostración. Representemos los términos de la serie geomé- 
tiicaniente, marcando en el eje de abscisas los números de los térmi- 




nos de la serie 1, 2. 3 ... n, n + 1, . . ., y en el eje de ordenadas, 
los valores correspondientes de los lérminos de la serie u 2 , . . . 
• • • Un .(fig- 344). 

Tracemos en la misma figura la gráfica de la función continua 
no creciente 

y = / (*>. 

,|ue satisface a la condición (2). 

Examinando la figtira 344, notamos que el primer de los rectángu- 
los c-onstruidos tiene la base igual a 1, y la altura / (1) — u,. Por 
consigtiiente, el área de este rectángulo es u,. E1 área del segundo 
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rectángulo cs u», etc.; por fin. el área del último (w-ésimo) de los 
rccl ángulos construidos es u„. La suma de las áreas de los rectángulos 
construidos es igual a la suma s„ de los n primeros ténninos de la 
serie. Por otra parte, la figura escalonada formada por estos rectángu- 
los coinprende un dominio limitado por la curva y — f (x) y las 
rectas x 1, x = n-|-l, y = 0;el área de este dominio esigual 

ii ! I 

a / (x) <lx. Por consiguiente 

i 

s „ > I f(x)dx. (3) 

1 

Analicemos aliora la figura 345. Aquí, el primer (izquicrdo) 
de los rectángulos construidos tiene la altura u 2 ; por tanto, su área 
cs tamliién u z . El área del seguudo rectángulo es u 3 , etc. F.l árca 
del último de los rectángulos construidos es u^+i. Por consiguiente, 
la sunia de las áreas de todos los rectángulos construidos es igual 
a la suma de todos los términos de la serie, a partir del segimdo 
hast.a el (n -f I) — ésimo, es decir, es igual as„ + i — u,. Por otra 
parlc, como es fácil ver, la figura escalonada formada por ;stos 
rcctángiilos, eslá cninprcudida en el interior de la lig ra 
ciirvilínea limitada piir la curva y = / (.r) y las rectas x — 1, 
.r n I, y 0. El área de csto figura curvilinea es igual a 

n I 1 

f(.r)dx. l*or consigtiiente, 

i 

n f i 

«!< 5 f(x)dx, 

1 

ile donde 

■«.i+i^ í /(r) rf.r+ i/,. (4) 

i 

Aliora aiialicemos nmbos casos, 

1. Supongamos que In integral ) / (x) dx converge, cs ilecir, 

tiene un valor finito. 

Puesto que 

„+i >■ 

) / (x) dx < ) / (x) dx, 

I I 

entonces, en virtud de la desi^unldad (<'») tenemos: 

OP 

s „ < s „-n < ) / (x) dx -(- U|, 

i 
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es decir, la suma parcial s„ queda limitada para todos los. valores 
de n. Pero, al aumentar n, ésta crece, puesto que todos los térmi- 
nos u n son positivos. Por consiguiente, cuando n~+ oo, s„ tiene 
un límite finito: 


lím s„ = s, 

n-»<v 

es decir, la serie converge. 

oo 

2. Supongamos, tainhién, que lf(x)dx = oo. Esto significa que 

n-M 

S f(x)dx crece indefinidameute al auinentar n. Pero entonces, 

en virlud de la desigualdad (3), s„ tamliién crece indefitiidamentu 
al auinentar n, es decir, la seric diverge. 

De este modo, el leorema queda complelamente demostrmlo. 
Ejemplu. Analizai' la r.onvergcnci.i de la íerie 

±, l , ± , . ± . 

ip" r 2»'" r 3* , " r '“ _r n" 


Solución. Apliqocoios el criU-rio ¡nlegral, |Hiniendo /( x)** . Eíta fnn- 

ciún snlisfuce a lodiis la.s condiciones 'lcl tcorcmu. Analiceimis lu integrul 



*l~" 


v 

i • 


_1_ 

i —r 


- ln A‘ pnra p 


(.VI-«‘—I) paru p V-- I, 

1. 


Haganios quc A’ tii'iida al infinilo y r.sludicmos la ronvcrgcncia de lu inlcgral 
impropia en diferentes casos. Hartiendo de esto, podenios iuzgar ile la rinivcr- 
genciu o divcrg|.in-ia de la serie para diferentes valorcs de p. 


SJ /> > J, 


dr _I_ 

J'«' p-t ’ 


es decir, la intigral es fioita y. por ronsi- 


OC 

guitfiito, la soviv convoi-ge; s\ p< I, \ — -oo, intcifriil os iininitn, In 

X 

serie diverge; si p-=l, ^ ~ -co, la iotegral w infinita, la serie diveige. 

I 

Señalemos que ni el eriterio de d'Alembcrt, ni el de Cauchy, exaininados 
mas arriba, resuelven la cncstiún respecto a la convergencia de esta serie, 
puesto que 


lím 

»* -* 30 


»1 

} 


Ii iii 2íííí±-. : liin 

n *x* u n n-*ao V n 


u n 


- lím 

M *oo 
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§ 7. SERIES ALTERNANTES. TEOREMA DE LEIBNIZ 

Hasta ahora hemos estudiado las series cuyos términos son 
positivos. En el párrafo presente examinemos las series cuyos 
términos son alternativamente positivos y negativos, es decir, 
las series de la forma 

"i — “2 + “3 — u 4 + • • •. 
donde u¡, u 2 , . . u„, . . . son positivos. 


Teorema de Lcibniz. Si una serie alternante 

Ul — u 2 + Uj — u t + ... (u„ > 0) (1) 

es tal que sus términos 

u¡ > u 2 > u 3 > . . . (2) 


y 

lím u n =0, (3) 

n-*oo 

entonces, la serie (1) converge, su suma es positiva y no supera el primer 
término. 


Deniostraeión. Analicemos la suma de los n = 2m primeros 
términos de la sorie (1); 

S 2m — (U i — U») + (u 3 — U t ) + ... + (U 2m _ | — U 2m ). 

I)e la condición (2) se deduce que las expresiones entre los 
paréntesis son positivas. Por consiguiente, la suma S 5 , n es positiva, 
s 2 , n > 0. y crece, con el aumento de m. 

Escribamos ahora osta misma suma de modo siguiente: 

* 2 m = u, — (u 2 — u 3 ) — (u« — u s ) — . . . 

• • • — (u 2 m-2 — U 2m _|) — U 2m . 
En virtud de la condición (2), cada una de las expresioues entre 
paréntesis es positiva. Por eso, al restar del número u t las magnitudes 
encerradas entre paréntesis, obtenemos un número menor que u t , 
es decir, 

*2m < Ui. 

Por consiguiente, hemos determinado que, al aumentar m, 
s 2m crece y está limitada por arriba. De esto se deduce que s 2m 
tiene un límite s: 


lím S 2 m = *. 

m-+°° 


siendo 


0 < s < u,. 


Sin embargo, la convergencia de la serie todavía no está demostrada; 
hemos demostrado solaraente que la sucesión de las sumas parciales 
«pares» tiene como límite el número s. Ahora demostremos que las 
sumas parciales «impares» también tienden al límite s. 
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Examinemos, para csto, la suma de los n = 2m + 1 primeros 
tcrminos de la serio (1): 

s 2m+l = s 2m + u 2 ra +!• 

Como, segúu la condición (3), lím u 2m+ i = 0, tenemos 

vn-*a> 

lim s 2m+1 = Hm .s 2m + lím u 2m +i= lím s 2m = s. 

n» - »™ m-*<» m—oo 

De este modo hemos demostrado que lím s„ = s tanto con n par, 

n -* oo 

como con n impar. Por consiguiente, la serie (1) converge. 



Fig. 34fí 

Olisorvaeión 1. ÍJI tcorema de Lcibniz se puede iluslrur geomé- 
tricameute de modo siguiente. Marcaremos en una rerla numérica 
las sumas parciales (fig. 346); 

S| = l/|, S 2 - U X — U 2 — S, — Un, s 3 = s 2 + «j, s 4 = s 3 — u it 
s 5 — s* + u¡, olc. 

Los puntos que correspondcn a las sumas parciales, tienden 
a ciorto punto s que reprcsenta la suma dc la serie. A1 mismo tiempo 
los pimtos que corresponden a lassuinas parciales pares, seoncuentran 
a la izquierda de s »• los que corresponden a sumas impares, a la 
dercclia de s. 

Ubservación 2. Si la seric ulternantc satisfacc a la condición 
del teoremá de Lcibniz, no es dificil cvaluar el error que se comete, 
si se sustituye su suina s por una snma parcial s„. A1 efectuar tal 
sustitución, supriinimos todos los términos de Ía serie a partir 
de u n+1 . Pero, estos números forman una serie alternante, cuya 
suma, en valor absoluto, es inenor que el priiner término de esta 
serie (es decir, es menor que u n + í ). Por lo tanto. el error que se comete 
al sustituir s por s„, no supera, en valor ahsoluto, ol primer de los 
términos suprimidos. 

Ijciuplo 1. La serie ' 


1 8 —53G 
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converge, puesto que 

1) 

2) lím u„= lim —=0. 

n-»oo n-*oo 

La suma de los n primeros términos de esta serie 

* n = l-y+T-T+”- +<_,)nt, 77 

difiere de la suma j de la serie en una magnitud menor que 
Kjemplo 2. La serie 

j_L4--L-J-4- . 

1 2! + 3! 4! ' 

converge, en virtud del teorema de Leibniz. 


§ 8. SERIES CON TERMINOS POSITIVOS Y NEGATIVOS. 

CONVERGENCIA ABSOLUTA Y CONDICIONAL 

Una serie cuyos términos pueden ser tanto positivos como nega- 
tivos se Uama serie con términos positivos y negativos. 

Las series alternantes, examinadas en el párrafo anterior, son, 
evidentemente, un caso particular de las series con términos posi- 
tivos y negativos. 

Analicemos algunas propiedades de las series cou términos 
positivos y negativos. 

Pero, a difcrencia de lo aceptado en el párrafo anterior, suponga- 
mos ahora que los números u t , u 2 , . - u„, . . . pueden ser tanlo 

positivos, como negativos. 

Demos, ante todo, un criterio suficiente, muy importante, 
de convergencia de una serie con términos positivos y negativos. 

Teorema i. Si la serie con términos positivos y negativos 

U| + «2 + ... + -i- ... (1) 

es tal que la serie compuesta de valores absolutos de sus términos 

I u t | -+ | Uí | -+ . . . -+ | Un | -+ . . (2) 

converge, entonces la serie dada con términos positivos y negativos 
también converge. 

Demostración. Sean s„ y o„ las sumas de los n primeros términos 
de las series (1) y (2). 

Sean, además, s' n la suma de todos los términos positivos y s'„, 
la suma de los valores absolutos de todos los términos negativos 
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comprendidos entre los n primeros términos de Ia serie dada; 
entonces: 

»n =««—*«: e„=s;-f S~. 

Según la hipótesis, a„ tiene por limite o; sñ y s~„ son las magnitudes 
positivas crecientes, mcnores que o. i’or consiguiente, ellos tienen 
los limites s' y s". De la correlación s„ = s'„ — sñ se deduce que 
también s n tiene uu límite que es igual a s' — s", es decir, la serie 
con términos positivos y negativos (I) converge. 

E1 teorema demostrado permite juzgar de ia convergencia de 
ciertas series con términos positivos y negativos. E1 estudio del 
problema sobre la convcrgencia de una serie con términos positivos 
y negativos se reduee, en esle caso, al análisis de una serie con 
términos positivos. 

Examinamos dos ejcmplos. 

Kjnnplo I. Analizar la convergencia Ue la serie 

scn a sen 2a sen 3a , , son na , 

— |í 2* *•' 3í •” ñ* ''•••• 

donila a rs un número cualquiera. 

Solución. F.xaminrmos junto con la serie dada, las series 


(3) 


I* 


sen 2 a 
2* 


sen 3a 
3* 


+ ...+ S£2 +... 


(4) 


i 


i 


1 


1 


|2 + ,j + +••• + „2 + ••• 


(5) 


La srrie (5) convcrge (véaso § 6 ). Los trrminos dc la srrie (4) no son mayo- 
rrs que las términos corrcspondientes de la serie (5), por c.onsiguicnte, la 
seric (4) lambicn convergc. Pero. entoncrs, en virtud del trorcma demostrado, 
la serii' dada con términos positivos y negativos (3) también converge, 

Fjcinplo 2. Analizar la ronvergencia de la serie 


-t , a 

cos ~r cos 3 


- Jl ,1 

■y coso — cos ( 2 n — I) —- 

-jñ- - + ■: 


3 1 3* ' 3 3 ' ••’ ' 3 n 

Solución. Exaiuinemos, junto con la serie dada, la serie 

J_4._L4._Lj , _L4 

3 r 32 1 3 3 • • • ~r 3 » -r • • • 


( 6 ) 


(?) 


Esta serie converge, puesto que es una progresión gcométrica decreciente 
de razón 1/3. Pero, en este caso, converge tnmbién la srrir dada ( 6 ), pursto 

3 ur sus térrainos. en valores absolutos. son menores que los témiinos correspon- 
ientos dc la serir (7). 

Notemos que el criterio de convergencia, demostrado más arriba, 
es sólo suficiente para una serie alternante, pero no esnecesario: 
existen las series con técminos positivos y negativos tales que con- 
vergen, mientras que las series formadas de valores absolutos de 

18 » 
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sus tórminos divergen. Es útil. por esto, introducir las nociones 
<le convergencia absoluta y condicional de una serie con términos 
positivos y negativos, y, basándose en estas nociones, clasificar 
estíis series. 

Definición. La serie ron términos positivos y negativos 

«1 + Ho Uj + . . . - M„ + . . . (1) 

se llama absolulamente eonvergenle, si converge la serie formada 
de valores absolutos de sus tórminos: 

I M. I + | M" | + I Mj | 1- ... + I Mn | + . . . (2) 

Si la serie con tórminos positivos y nogativos (1) converge y la 
serie (2), formada de valores absolutos de sus términos, diverge, 
entonces la serie dada (t) se Uama condicionalmenle convergcnte. 


Kjcmplu 3. I i sorin con tórminos positivos y nog.itivos 



es condicionalmonto convergonle, nuesto que la serie formada <lo valoros 
absolutos de sus tériuinos cs la scrie arinónica 


1 + T + T 



quo divorgo. Poro, la misma sorie convergi', lo qne os fúcil comprobar 
ayuda dcl criterio de Leibniz. 

Kjemplo 4. I.a serlo con térininos positivos y negativns 


.__L , J_L + 

' 21 ' 31 4! 


cou 


cs absolutamente convergcnte puesto que la serie forinada de valores ahso- 
lutos do sus lérminos: 


1+ ■á' + ¿■ + 'á' + ••• , 


convorge, como fuo cstablecido en § 4. 

Utilizando la noción de convergencia absoluta, podemos forrnular 
el tcorema 1 do modo siguiente: toda serie absolutamenle convergente 
es una serie convergenle. 

En conclusión indiquemos (sin demostración) las siguiéntes 
propiedades de las series absolutamente convergcntes y condicional- 
mente convergentes. 

Teoreina 2. Si una serie es absolutamente corwergente. ella qucda 
absolutamente convergente con cualquier cambio del orden de sus 
términos. En este caso, la suma de una serie tal no depende del orden 
de sus términos. 

Esta propiedad no es propia de las series condicionalmente 
convergentes. 



Sertes con Urminos positivos y negatlvos 


277 


Teorcina 3. Si una serie converge condicionalmente, entonces, 
se puede cambiar el ordcn de los términos de esta serie de modo lal 
que la suma de la nueva serie obtenida sea exaclamente igual a un 
número arbitrario A dado de antemano. Más aún, se puede cambiar 
el orden de los términos de la serie condicionalinente convergente de 
modo tal que la nueva serie sca divergente. 

La demostración de estos teoremas sale fuera do los marcos dol 
presente curso. 

I’ara ilustrar la afirinación de que la suma de una serio condicio- 
nalmente conveigente puede variarse al cambíar el orden de sus 
términos, examinemos el ejemplo siguiente. 

I'jemplo 5. I.a Si-rie ron lériiiinos i-ositivos y negativos 

1 4"*T J •• (,í) 

iio convergc ahsolulaiiiente. De.si|;iieiiios su suina pur s. Ks cvidenle, quc 
s>0. Cambiemos el orden de Ins términos de la sorie (S) do niodo quo des- 
pués do un término pnsitivn vayan dos 'órminos ncgntivos: 



IJcmostreinos quo la serie obtenidn eonveiKe, pero su sinna *’ es dos veces 
menor qne la sunia de la serio (S), es decir, es igual a t. Designemns por 

*n y las suinus parcialos ile las series (8) ,v (9). E.vnniincnios la suina 3* 
do términos do la serio (9); 



l-’or consiguiepte, 


Iíiii *ji, — líin -=- íifc j. 

h .oo V—oc - 

l/iegn, 


liz (*« + arh) 



lím í' 3s+2 = 

li —»oo 
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De este niodo, obtenemos: 

um *;=*'=4*. 

n-*ao ¿ 

Pues, en eslo caso la suma de la serie se lia cambiado después de la permu- 
tación de sus términos (se ha reducido en duble). 


S 9. SF.RIES l>E FUNCIONES 

Ln serie it, u s -f . . . -|- u„ -• ... se llaina serie de funciones, 
si sus términos son funciones de x. 

Examinemos una serie de fuuciones: 

it, (x) I u, (x) -f u 3 (x) -] ... u„ (x) (1) 

Dando a x determinados valores nuinérieos, oblenemos diferentes 
series numéricas quc pucden ser tanto cotivergentcs, coino divcrgcntes. 

E1 conjunto de los valores do x , para los cualos la serie de funcio- 
nes converge, se llama dominio de corirergencin de esta serio. 

Es evidente, que cn el dominio de convergencia de una serie de 
fiinciones su suma es cierta fiiiición de x. Por eso, la suma de la serie 
de funciones se designa por s (x). 

Ejcmplo. Examincmos la serio dc funcionps 

lf *f ** . . . f- u 11 -r ... 

Esta seric convurgc para tudos los valores dc * cii d iulervalo (—1, 1). 
ps dccir, para todos los valores i quc satisfaccn a la condición | i \ <. 1. Para 

loilo valor dc i cn cl intcrvalo (—1, I) la suma dc la scric cs igual a (* a 

suina do una progrosión gcoinótrira dccrcciciilc con rar.ón i). Por consigiiicntc, 
cn cl intervalo ( — 1, t) la scric dada determina la funcíon 



quc cs la suina de la serie. es ilirir, 

t -L-=-H **-f* 3 H- 

Designemos por s„ (x) la suina de los n primeros léruiinos de la 
serie (1). Si esta serie converge y sii suma es igual a s ( x ), entonces 
s (x) = s„ (x) -f r„ (x), donde r„ (x) es la suma de la scrie it, 1+1 (x) + 
d «„4-2 (*) + . . ., o sea, 

r n (x) = it n+ , (x) f- u n + o (x) ... 

En estc easo la magnitud r„ (x) se llama resto de la serie (I). Para 
todos los valores de x en el dominio de convergencia de la serie 
tiene lugar la correlación lím s„ (x) --= s (x), por cso: 

n -» « 

lim r„ (x) = lim |s(x) — s„ (i)| = 0, 

n-*oo n-+oo 

es decir, el resto r„ (x) de una serie convergente tiende a cero, 
cuando n —► oo. 
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§ 10. SERIES MAYORANTES 
Definición. La serie de funciones 


u, (x) -f Uj (x) + u 3 (x) + ... +u„(x)+ ... (1) 

se llama mayorante en cierto dominio de variación de x , si existe 
una serie numérica convergente 


(*l + 02 + Ol + ■ • ■ + ■ (2) 


con térmiuos positivos tal que para todos los valores de x del 
domiuio dado se cumplan las correlaciones 

I U, (x) | < u,. I «2 (j) |<a c .I U n (x) I ^On,... (3) 

En otras palabras, una serie se Uama mayorante, si cada uno de sus 
términos no es mayor, en valor absoluto, que el término correspon- 
diente de cierta serie numérica convergcnte con tórminos positivos. 

Por eje.mplo, la serie 


cosj; , cos2x cos3x cosnx 

~~T~ + + “l 5- + ■" + ~S~ + 


cs mayorante en todo el eje Ox. Efectivamente, para todos los valores 
de x se cumplc la correlación 

<-4 (/i = l,2,...). 

n' 


cos nx 


y la serio 


1 . ±-+± + 

1 ' 3* ^ 


coino es sabido, converge. 

Directamente de la definición se deduce que una serie inayorante 
cn cierto dominio convcrgc absolulamente cn todos los puntos 
de cste últiino (vcase § 8). Además, una serie inayorante posee la 
siguiente propiedad iinportante 

Teorenia. Supongarnos <¡ne la serie de funciones 

«1 (x) + “2 (*) +- • - • + “n W + 

es mayorante en el segmento [a, 6|. Sean s (x) la surrui de esta serie ; 
s„ (x ), la suma de los n primeros términos de esta serie. Entoncesa 
cada número e > 0 arbitrariamente pequeño corresponde un número 
positivo N tal, que para todos n N se curnpla la desigualdad 

I * (*) — (*) I < 8, 

cualquiera que sea el valor de x en el segmento \a, Í»I. 
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Deniostración. Designemos por o ia suma de la sorie (2): 
o = a, + a 2 -i- a 3 + ... -f a„ -J- a tnl + . . ., 

eutoncos 

o = o„ + e„, 

donde o„ es la suina de los n primeros términos de la serie (2), y e„, 
la suma de todos los demás términos de esta serie, es decir 
e „ = a„ + , + o, + » + . . . 

Como esta serie converge, entonces 

lím o„ = o 

n-*of* 

v, por consiguiente, 

lim e„ = 0 

Representemos ahora Ia suma de la serie de funciones (1) en la 
forma: 

s (J - ) = *„ (x) + r„ (x), 

donde 

a„ W = u ( (x) + ... -i- u,, (x), 
r„ (r) = u„ + i (x) + u„ +2 (x) + u n+3 (x) + . . . 

De ia condición (3) se deduce que 

I u„ +I (x) | < o„ +t , I u„ +5 (x) | < a„ +3 . 



y l'or eso | r„ (x) | < e„ 
para todos los x dcl dominio 
examinado. 

De este modo, 

I s (*) — s„ (x) I < e„ 

para todos los x del segmento 
I a, fc|, donde e„ 0, cuando 
n —*■ oo. 

Obscrvación 1. E1 resultado 
obtenido podemos ilustrarlo 
geométricamente del modo 
siguiente. 


Examinemos la gráfica de la íunción y = s (x). Tracemos junto 
a esta curva una faja de ancho 2e„, es decir, tracemos las curvas 
y = s (x) + e„ e y = s (x) — e„ (fig. 347). En este caso para todo 
e„, la gráfica de la función s„ (x) será comprendida integramente 
en la faja examinada. En esta misma faja se hallarán también las 
gráficas de todas las sumas parciales posteriores. 
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Observación 2. No toda serie de funciones convergente en el seg- 
mento [a, i>l posee sin falta la propiedad indicada en el teorema 
demostrado. Pero existen también series no mayorantes que poseen 
dicha propiedad. Toda serie que tiene la propiedad indicada se 
Uama serie uniformemente convergente en el segmento [a, 6|. 

Pues, la serie de funciones u, (x) -r «2 (x) + • • . + tt„ (x) + ... 
se llama uniformemenle convergente en el segmenlo [a, 6], si a todo 
número posilivo e>0 arbitrariamente pequeño corresponde un número 
N tal que para todos los n^ N se cumpla la desigualdad 
I s (*) — s* (x) | < e 
para cualquier x dcl segmento [a, 61. 

Del teorema deinostrndo se deduce que una scrie mayorante 
cs una serie uniformemente convergente. 

§ II. CONTINUIDAD DE LA SIMA DE UNA SERIE 

Sea una serie de funciones continuas 

w, (x) + u 2 (x) + ... + u„ (x) + . . ., 
convergente en cicrto segmento [a. 61. 

En el capítulo II (tomo I) bemos demostrado un teoreina do que 
la suma de un número finito de funciones continuas cs una función 
continua. Esta propiedad uo se conserva parn la suma de una serie 
(integrada por un número infinito de sumandos). Algunas series de 
funciones con términos continuos tienen por suma una función 
contiima, otras series de funciones con términos continuos tienen por 
suina una función discontinua. 

EJemplo. Examiaemos la serie 

_ 1 _ _l_ J_ ± ± 1 1 

(* 3 -,)+(*»_, 3 )+(! 7 -* i )+...-Hx 2n + , -i 2n - , ) + — 

Los términos de esta serie (cada uno está entre parértesis) son funciones 
continuas para todos los valores de x. Demostremos quo esta serie convorge 
y su suma os una función discontinua. 

Hallemos la suma de los n primcros tcrminos de esla serio; 

1 

,„ = x 2n +‘-*. 

Mallemoa la suma de la serie: si r>0, tenemos: 

1 

s = lím s„ (x) = lim (r 3 ''+ 1 —r) = 1 — x, 

n-*oo n~* 00 

t 

si x < 0, tenemos: s= lim s„(r)= lim (— | z | 2n + l — z)= — 1 — r, 

n-»oo n .00 

si * = 0, entonces s„ = 0, por eso *= lím s„ —0. 

n->oo 
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De esto modo tenemos: 

s(i) = l—x para z>0, 
s ( jt) = —i—x para i<0, 
s(a:) = 0 para x =0. 

Así, la snma de ta serie estudiada es una funcióu discontinua, su gráfica 
está reprosentada en la fig. 348, donde se dan también las gráficas de las su- 
mas parciales s, (x), s 2 (x) y s, (x). 



I’ara las series mayoranles es válido el siguiente teorema. 

Teorema. l.a suma de una seríe dc funciones continuas, mayoranle 
en un cierto segmento [a, 61 es una función continua en estc segmento. 

Deinostración. Sttpongamos que tenemos una serio de funciones 
continuas. mayorante en el segmento la, b I: 

u, (x) -i- u 2 ( x ) -j- u, (j:) -f ... (1) 

Escribamos su suma en la forma: 

s (a.) = s„ (x) + r n ( x ), 

donde 

s„ (x) — U| (*)+...+ u n (x), 

y 

r„ (x) = u n +1 (x) -i- u n +, (x) + . . . 

Tomemos en el segmento |a, b ] un valor arbitrario del argumento x 
y le asignamos un incremento Ax tal que el punto x + Ax se halle 
también en el segmento la, 6|. 
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Introduzcamos las designaciones: 

A s = s (x + A.r) — s (x); 

As„ = s„ (x + Ax) — s„ (x); 

entonces, 

As = As„ + r„ (x + Ax) — r„ (x), 

de donde 

| As | < | As„ | + | r„ (x + Ax) | + | r„ (x) | . (2) 

Esta desigualdad es válida para cualquier número n. 

Para demostrar la continuidad de s (x), es preciso mostrar que 
para cualquier número dado de antemano e > 0, arbitrariamente 
pequeño, existe un número 6 > 0 tal que para todos los | Ax | < 6 
sea | As | < e. 

Puesto que la serie dada (1) es mayorante, entonces, a cualqiiicr 
e > 0 dado de antemano corresponde un número N tal que para 
todos los n N , y, en particular. para n — N . se cuinpla la desi- 
gualdad 

Ir«(*)|<-J (3) 

cualquier que sea x en el segmento (a, ¿»1. El valor de x -f Axse lialla 
en el segmento [a, ú| y por eso se cumplc la dcsigualdnd 

|r w (x+Ax)|<-|. (3) 

Luego, para N elegido, la suina parcial s. v (x) es una función 
continua (la suma de un núinero finito de funciones continuas), y, 
por consiguiente, se puede elegir un número positivo fi tal que para 
todo Ax que satisface a la condición | Ax | < Ó se cumple la desi- 
gualdad 

| As w I < ^ - ('*) 

En virtnd de las desigualdades (2), (3), (3') y (4) tenemos: 

es decir, 

| As | < e para | Ax | < 8, 

lo que significa que s (.r) es una función continua en el punto x 
(y, por consiguiente, en todo punto del segmento la, 81). 

Obscrvación. Del teoreina deinostrado se deduce que si la suma 
de una serie en cierto segmento (a, 8| es discontinua, la serie no es 
mayorante en este segmento. En particular, no es mayorante (en 
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cualquier segmento que contenga el punto x — 0, cs decir, el punto 
de discontinuidad de la surna de la serie) la serie cstudiada en el 
ejemplo. 

Notemos, por fin, que ia suposición inversa no es correcta: exis- 
ten series no mayornntes en un segmento, pero que son, siri embargo, 
convergentcs en cste segrncnto hacia una función continua. En par- 
ticular, toda serie uniformeuieute convcrgente en el scgmento lo, li I 
(incluso, si csta no es mayorante) tiene por su suma una función 
continua (naturalmente, si todos los términos de la serie son con- 
tinuos). 


§ 12. INTEGKAC.ION Y DEItlVACION DE LAS SEUIES 
Teopenia 1. Sea una serie de /unciones conlinuas 

U, ( X) lí, (í) h . . . -f I!„ (l) + ■ . ., (I) 

mayorantc cn el segmcnto la, ó| y sra s (x) la suma de esta seric. Enton- 
ces, la inlrgral de s (x) entre los lirnites dcsdc u hasta x, pertenecicntcs 
al segmenlo (n, ó| cs igital a la suma dc scmcjuntes intcgralcs dc los 
términos dc la serie daita, cs decir 

X XX X 

S S (x) dx = l u, (x) dx + ) k 2 (x) dx + ... + j u„ (x)dx+ ... 

a a a n 

Dcmostración. I’odenios representar in ftinción s (.r) en la formn 
. * (*) ~ *n (x) ~ f n (x) 

ó 

s (x) u, (x) -f u, (x) -f ... -¡ u„ (.r) + r n ( x). 

Entonces: 

J s (*) dr = S u, (x) <ir -f J u 2 (x) -f ... 

a a u 

... +¡u n (x) dx+)r n (x) dx (2) 

a a 

(la intogial de la suma de un número finilo de sumandos es ignal 
a la suma de los integrales de estos térininos). 

Como la serie inicial (1) es mayorante, eníonces para cualquier x 
tenemos: | r„ (x) | < e n , donde e„ -► 0, cuando n -► oo; por eso 

XX X 

S r n (x) dx I < 5 I r„ (x) \ dx < J e„ dx = e„ (x — «)< e n (b — a). 

a a a 

Puesto que e„ —► 0, entonces: 

X 

Lím J r„ (x) dx= 0. 

n-*«> a 
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Pero de la igualdad (2) obtenemos: 

S r n (x)dx= i s{x)dx— [ J' u t (x)dx+ ... + í «„ (*) dx] . 

a o a a 

Por consiguiente, 

iím ( ]s(x)dx— [ Ju,(x)dx+ ... + J u„ (x) dx ]} = 0, 

n -+■'*> a a a 

o sea, 

lím [ J w,(x )dx + ... + J u n (x)dx\ = ¡s(x)dx. (3) 

n-*» a a a 

La suma entre corchetes es una suma parcial do la serie 

S u, (x) dx + ... + l u„ (x) dx + ... (4) 

a a 

Como lns sumas parciales de esla serie tienen un límite, dicha serie 

X 

converge ysu suma, en virtud de la igualdnd (3), es igual a s (a:)iir, 

a 

es decir, 

ís(a:)dx= u,(i)dx+ J u t (x)dx+ ... + J u„ (x) di + ... 

a a a a 

Esta es la igualdad que se trataba de demostrar. 

Observación 1. Si la serie no es mayorante, no siempre es posible 
la integración de la scrie, término a término, es decir, la integral 

X 

^ s (j) dx de la suma de la serie (1) no siempro es igual a la suma 

a 

de lns integrales de sus términos (es decir, a la suma de la serie (4)). 
Teorema 2. Si la serie 

«i (*) + W + • • ■ + Ur (x) + . . ., (5) 

formada dc funciones que tienen derivadas continuas en el segmento 
lu. 61, converge en este segmento hacia la suma s (a:) y la serie 

«í (x) + u» (x) + ... + u n (x) + .... (6) 

formada de las derivadas de sus términos, es mayorante en este segmento, 
enlonces la suma de la serie de las derivadas es igual a la derivada de la 
suma de ia serie inicial, es dccir, 

* (*) = «i (■*) + «z (x) + uj (x) + ... + u n (x) + ... 
Deinostración. Designemos por F (x) la suma de la serie (6): 
F ( x ) = u\ ( x ) +u¿(x) + ... + u„ (x) + .... 
y deraostremos que 


F (x) = ✓ (x). 
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Como la serie (6) es mayorante, entonces, en virtud del teorema 
anterior, tenemos: 

J F (x) dx = J u', (x) dx -f J !/; (x) dx + ... + J u'„ (x) dx + ... 

« a a a 

Efectuando la integración en el segundo micmbro, obtenemos: 

.Y 

J F (x) dx = (u, (x) — i/, (a)] + |u. (x) — u, (a)] + ... 

a 

+ («n (*) — Un («)] + . . • 

Pero, según la condición, 

s (x) = u, (x) + u 2 (J-) + ... + u n (x) + . . ., 

S («) = WI («) + «2 («) + ... + M„ («) + .... 

cualesquiora qne sean los números ryaenel segmento |a, ó). Por eso 

J F(x)dx=s(x) — s(a). 

a 

Dcrivando respecto a x ambos miembros de la úllima igualdad 
obtenemos: 

F (x) = s' (x). 

De este modo, hemos demostrado que, satisfechas las condiciones 
del teorema, la derivadn de la suma de una serie es igual a la suma 
de las derivadas de los tcrminos de la serie. 


Observación 2. Es muy importan'e que la serie de derivadas sca 
inayorante; eu el caso contrario puede pasar a ser imposiblo 
la derivación, término a término, de la serie. Para confirmarlo, 
citemos uii ejemplo de la serie mayorante que no permite la deri- 
vación, término a término. 

Examinemos la seric 


sen1 4 x , sen2 4 .r , sen3'r , , senn'/ , 

l 2 ' 2 2 "* 3 2 +•••'' ' 


Esta serie converge hacia una función continua, puesto que es mayo- 
rante. Efectivamente, para cualquier x, sus términos son menores, 
en valores absolutos, que los términos positivos de la serie numérica 
convergente: 


7 + ¥ + T r + ••• + ^ + ••• 


Escribamos una serie formada de las derivadas de los términos de la 
serie inicial: 

cos x + 2 J cos 2 4 r + ... + « ! cos n*x + . . . 

Esta serie diverge. Así, por ejemplo, cuando x = 0, ésta se convierte 
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en la serie 

1 + 2 S + 3 2 + ... + it* + ... 

(Se puede demostrar que esta serie diverge no sólo cuando x = 0). 

§ 13. SERIES DE POTENCIAS. 

INTERVALO DE CONVERGENCIA 

Deíinición 1. Se llama serie de potencia a una serie de funciones 
de la forma 

a 0 + “ix + + .. - + a n x n + ..., (1) 

donde a 0 , a,, a 2 , . . ., a n , . . . son números constantes llamados 
coeficientes de la serie. 

E1 dominio de convergencia de una seric de potencias siempce 
es cierto intervalo que puede, en particular, reducirse a un punto. 
Para cerciorarse de esto, demostremos, primero, el teorema siguiente, 
muy importante para toda la teoría de las series de potencias. 

Teorema 1. (Teorema de Abcl). 1) Si una serie de potencias con- 
verge, para un cierto valor de x n no igual a cero, entonces ésta converge 
absolutamente para todo valor de x, para el cual 

| X | < I X 0 |; 

2) si la serie diverge para cierto valur de x' 0 , entonces ésta diverge para 
todo valor x, para el cual 



Demostraeión. 1) Puestoque, según Ia hipótesis. la seric numérica 
a 0 + a|.r 0 + ojx; + ... a„x¡¡ + ... (l') 

converge, su término general a n x” -► 0, cuando n — oo; pero esto 
significa que existe un número positivo M tal, que todos los tér- 
minos de la serie sean menorés, en valor absoluto. que M. 
Escribamos la serie (1) en la forma: 

Oo + °i x o—) + ... + a n x¡ ^^ + ... (la) 
y analicemos la gerie de los valores absolutos de sus términos: 
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Los tónninos de osta serie son menores que los términos corres- 
pondienles de la serie 

U-\-m\— + ,1/ ~f-(- ... -l-.W — r+ ... (3) 

I Xq ' XQ I Xq i 

Cuatido l x | < | Xq | . la úllima serie es uno progresión geoinétrica 

cou razón — j < 1. y. por consiguieiitc, ella converge. Puesto que 

x o I 

los términos de la serie (2) son menores que los términos correspon- 
dientes de la serie (3), la serie (2) también converge, pero osto signi- 
fica que la serie (la) ó (I) converge ohsolulamente. 

2) Abora no es difícii dcmostrar ia segunda parte del tcorema: 
supongamos que la seric (1) diverge en cierto punto i u . Enlonres 
esta serie divergerá también en todo pnnto x que satisfaga a la con- 
dición | x | > | x a | . En efecto, si la serie converge en un cicrto 
punto x que satisface a esta condición, entonces, en virtud do la 
priniera parte del tcorcma recién dcmostrado, dehcría convcrgcr 
también en el puuto x' B , puesto que I *í | < I * I . Pero esto con- 
tradice a la hipótesis do quc la scrie diverge cn el punto x' 0 . Por 
consiguientc, ia serio diverge también en el punto x. De csto modo, 
el teoremn queda demostrado por completo. 

EJ lcorema dc Abcl pormite jtizgar sobrc Ia d'tsposición dc los 
puntos de convergencia y divergencia de una sorie de potencias. 
En efecto, si Xa es itn punto de convergencia, entonces todos los 
puntos del intervalo (— | x 0 |, | x 0 I) son los puntos de convergeucia 
absoluta. Si x' 0 es un punto de divergencia, entonces toda la semi- 
rrecta infinita a ia derecha del punto | x' 0 |, y toda la semirrecla 
u la izquierda del pnnto — I | son compuestas de puntos de di- 
vergencia. 

Esto permite concluir que existe un número R tal, que, para 
| x | < R. tencmos los puntos de convergencia absoluta y, para 
| x ( > R, loa puntos de divergencin. 

De esto modo, existc un teorema siguiente sobrc la eslructura 
del dominio de convergencia de una serie de potencias: 

Teorema 2. El dominio de convergencia de una serie de potencias 
es un intervalo con centro en el origen de las coordenadas. 

Definición 2. Un intervalo desde — R hasta +/? tal que, 
para todo punto x, coruprendido dentro de los límites de este inter- 
valo, la serie converge absolutamente, y para los puntos x que se 
encuentran fuera del mismo. la serie diverge, se llama intervalo 
de convergencia de una serie de potencias (fig. 349). E1 número R 
se llama radio de convergencia de la serie de potencias. 
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En los extremos del intervalo (es decir, en los puntos x = R y 
x — — R) la cuestión de la convergencia o divergencia de cada serie 
concreta dada se resuelve individualmente. 

Notemos que en algunas series el intervalo de convergencia se 
reduce a un punto (/? = 0), y en otras, abarca todo el eje Ox (R = oo). 


Seri’e converge 



Serie úiverge Serie úiverge 

Fig. 349 


Indiquemos el modo de detcrminación del radio de convergencia 
de una serie de potencias. 

Sea una serie 

a o + a \ x + a i^ 2 + • • • + a i,x n + • • • (1) 

Examinemos la serie formada de los valores absolulos de sus 
términos: 

I ®0 I + I a ! I I x I + I a 2 I I x I" + I a 3 I I 1 1' 1 + 

+ klM‘+ ••• + I fl n 11*1"+ ■•• (4) 

Para determinar la convergencia de esta última serie (con tér- 
minos posilivos) apliquemos el criterio de d’Alembert. 
Supongamos que existe el límite: 

fl " +|X ” +l |=lini ?2±1 
n-*“ U„ n-><» a„X I n—oo a„ 

Entonces, sogún el criterio de d’Alembert, la serie (4) converge, 

cuando ¿|x|<l, es decir, si | x | < -J -, y diverge, cuando L \ x | > 1, 

es decir, si |z| . 

Por cousiguiente, la serie (1) converge absolutamente para 
| x | < -i-. Pero, si | x | > -j- , entonces lím — = | * | L > 1 y la 

serie (4) diverge, mientras su término general no tieude a cero*). 
En este caso el término general de la serie de potencias dada (1) tam- 
poco tiende a cero y esto significa, en virtud del criterio necesario 



•) Acordemos que, al demostrar el criterio de d’Alembert (vóase el § 4), 


hemos revelado que si 
crece y, por consiguiente, 


lim u "' 1 ' 1 ^> t, entonces el término general de la serie 
no tiende a cero. 


19-536 



290 


Stries 


de convergencia, que esta serie de potencias diverge ^cuando 

De lo expuesto anteriormente se deduce que el intervalo 
^-i-j es el intervalo de convergencia dc la serie de poten- 
cias (1), es decir. 


/?=: — = lim 
L n—oi. 


«n 
a n-i I 


De manera scmejante, para determinar el intervalo de conver- 
gencia se puede aplicar el criterio do Cauchy, entonces: 

1 


R 


lim í 


Ljemplo I. Determinar el iutorvalo do convcrgencia de la scrie: 

1 -j- x -|- r a -|- x* -i* . . . -j- i" + ... 

Solución. Aplicando directainente el criterio de d'Alembort, obteuumos: 

I r n+| I 

lim -pr- =|r| 

n-*oo I * I 

Por consiguioute, la serie convergo para | x | < I y diverge para | i | > 
> 1. E1 estudio do la serie en los cxtremos dcl intervalo (—1, 1) mediante cl 
critcrio do d'Alembcrt es imposible. Sin emhargo, so pucdo ver directamcnte 
quo la serie divergo, cuando x = — 1 y z=t. 

Ejemplo 2. Detorminar el intervalo de convergoncia de la sorio: 

2r (2r)l , (2x)» 

1 2 ' 3 

Solución. Aplicamos ol criterio de d'Alcmbert 
(2r) B+ *I 


lím 


" + 1 
(2fT 
n 


= lím 


n + 1 


|2r] 


La serie converge, cuando | 2x | < 1, es dccir, si | * | < ~; 

vergo, cuando * = -j’ * a ser ‘ e divcrge, cuando x=—~. 

Ejemplo 3. Determinar el intcrvalo de convergcncia de la serie 
r* 


la serio con- 


*• + 


2! 


r* x" 

+sr+—+nr+-“ 


Solución. Aplicando el criterio de d'Alembert, obtenemos: 


lfm 

n-»oo 


Uni-I 

u n 


■■ líin 

n-*oo 


r n +tn! 
* n (n + 1)! 


= lím 


n + 1 


= 0< 1. 
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Como el límite no depende de i y es menor que la uniüad, la serie converge 
para todos los valores de x. 

Ejemplo 4. La aerie 1-f i-j- (2ar) 3 (3i) 3 -j- . . . + (" 3 )" + . . . 
diverge para todos los valores dc z, exccpto i = U, pucstn aue (ni)" —► co 
cuando n co, cualquiera que sea el valor de i, diferente ae cero. 

Teorema 3. Una serie de potencias 

a 0 + a¡x -f- ajz 2 + ... + + •• • (1) 

es mayorante en todo el segmento I—p, pl íntegramente dispuesto en 
el interior del intervalo de convergencia. 


tntervato <ic convergencia 

Intervato de wuyoramiento 
Fig. 350 



Deinostración. Según la hipótesis, p < R (fig. 3. r )0), por eso la 
serie numérica (con términos positivos) 

I ú n I + I a l I P + I a 2 I P + • • • + i fl n | P" (•'>) 

converge. Pero cuando | x | < p, los términos de la serie (1) no 
son mayores, en valor absoluto, que los términos correspondientes 
de la serie (5). Por consiguiente, la seric (1) es mayorante en el 
segmento (— p, p). 


-- 

-R ot o fi R 

Fig. 351 

Corolario 1. La suma de una serie de potencias es una función 
continua en lodo segmento integramente dispuesto en el interior 
del intervalo de convergencia. Efectivamcnte, la serie es mayorante 
en este segmento y sus términos son las funciones continuas de x. 
Por consiguiente, en virtud del teorema 1, § 11, la suma de esta 
serie es una función continua. 

Corolario 2. Si los límites de integración a, fi se encuentran 
en el inlerior del intervalo de convergencia de una serie de polencias, 
la integral de la suma de la serie es igtial a la suma de las integrales 
de los términos de la serie, puesto que el dominio de inlegración 
se le puede encerrar dentro del segmento [ —p, pl donde la serie 
es mayorante (fig. 351) (véase el tcorema 2, § 12 sobre la posibilidad 
de integración, térn’ino a término, de la serie mayorante). 


19* 
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§ 14. DKRIVACION DE LAS SERIES DE POTENCIAS 
Teoroma 1. Si la serie tle polencias 

s(x) = u 0 4- fl,x 4- ajX 2 + OjX 3 + a 4 x* + ... 4 a n x" + .... (1) 

tiene. un intervalo de convergencia (— li, fí), enlonces la serie 

<p (x) = a, + 2o,x + 3ajX* + ... +»a„x" _ '+ ..., (2) 

obtenida por la derivación término a término de la serie ( 1) tiene el 
mismo intervalo de convergencia (—fí, fí); siendo <p (x) -- s' (x), 
cuando \ x | < /?, es decir , dentro del intervalo de convergencia la 
derivada de la suma de. ia serie de potencias (1) es igual a la suma de la 
serie obtenida por la derivación término a término de la serie (/). 

Demostración. Demostremos q«e ía serie (2) es rnayoiante en 
todo segmento l—p, pl íntegramente dispuesto en el interior del 
intervalo de convergencia. 


-R -f 


-I ■ I- - ! < I I 1 

0 X ÍR Xz*t 

Fig. S5S 


Tomemos un punto £ tal que p < \ < H (fig. 352). 13n este 
punlo la serie (1) convcrge, por consiguiente, lím a,,l" 0, y por eso, 

n-*oo 

se puede indicar un número constante M tal, que 


I <*«i n I < M («= 1.2,...). 

Si, 1 x | p, entonces: 

|nfl n x"-|<|/.a nP "-|=n|fl„l"" , | 

donde 


yif 

^ ^ „ 11-1 
< n ~tl ’ 



< 1 . 


De este modo, cuando \x |<p. los términos de la serie (2), 
en valor absoluto, son menores que los términos de la serie nurnérica 
positiva con términos constantes: 


^(1 + 2-7 + 3q 2 + ••• + V"‘ + •••)• 

Pero, como muestra el uso del criterio de d'Alembert, la última 
serie converge: 


lim 

n-+c* 


nq n - 

(n-i) 


q 


n—2 


q< i 
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Por consiguiente, la serie (2) es mayorante en el segmento I—p, pl, 
y, en virtud del teorema 2, § 12, su suma es la derivada de la suma 
de la serie dada en el segmento [—p, pl, es decir, 

«P (*) = s' (*)• 

Como todo punto intcrior del intervalo (—R, R) se puede incluir 
en cierto segmento [—p, pl, de ahí se deduce que la serie (2) con- 
verge en cualquier punto interior del intervalo (— R, R). 

Demostremos que la serie (2) fuera del intervaio (— R, R), di- 
verge. Supongamos que la serie (2) converge para X| > R. Integrán- 
dola término a término en el intervalo (0, x 2 ), donde R < x 2 < a: t , 
obtenemos Ia serie (1) que converge en el punto z 2 , pero esto con- 
tr adice a las condiciones de¡ teorema. De este modo, el intervalo 
(— R, R) es el intervalo de convergencia de la serie (2). E1 teoréma 
es plenamente demostrado. 

Se puede de nuevo derivar la serie (2) término a término y con- 
tinuarlo tantas veces cuanto se quiera. De este modo, obtencmos 
1 n deduccián: 

Teorenia 2. Si una serie rie potenciascorwerge en intervalo (—R, R), 
su suma reprcsenta una función que liene en el interior del intervalo 
de convergencia las derivudas de cualquier orden. cada una de las cuales 
es la suma de la serie obtenida por derivación de término a término 
de la serie dada unas veces correspondientes', en este caso el intervalo 
de convergencia de cada serie obtenida por derivación, es el mismo 
intervalo (—/?, R). 

$ <5. SEKIES UE POTENCIAS PE x - a 

Una serie de funciones de la forma 

<*o + “i (* — a) + «i (* — af + ■■■ + “n (x — a)" -f ..., (1) 

se lluma serie de potencias. 

Aquí las constantes a 0 , «i, .... a„, ... se llaman también los 
coeficientes de la serin. Esta serie está dispuesta según las potencias 
crecientes del binomio x — a. 

Cuando a — 0, obtenemos una serie de potencias de x que es, 
por consiguiente, un caso particular de la serie (1). 

Para determinar el dominio de convergencia de la serie (1), 
sustituyamos en ésta la variable 

x — a = X. 

Después de la sustitución la serie (1) toma el aspecto 
a* + + (hX 2 + ... + a n X" + ..., 

es decir, hemos obtenido la serie de potencias de X. 


(2) 




| X | > R, entonces la seric (1) divergerá para | x — a | > R, 
es decir, divergorá fuera del intorvalo a — R<x<.a + R 
(fÍR. 353, p). 

Por consiguiente, el intervalo de convergencia do la serie (1) 
es el intervalo (a — R, a + R) con centro en el punto a. Todas las 
propiedades de la seric de polencias de x en el interior dcl intervalo 
de convergencia (— R, -{-R) se conservan completamente para una 
serie de potencias de x — a en cl interior del intervaio de conver- 
gencia (a — R, a + R). Así, por ejemplo, efectuada la integración 
término a término de la serie de potencias (1), si los límites de in- 
tegración se hallan en el iuterior del intervalo de convergencia 
(a —■ R, a + R), obtenemos uua serie cuya suma cs igual a la 
integral correspondiente de la suma de la serie dada (1). Durante 
la derivación, término a término. dc la serie de potencias (1), para 
todos los vnlores de x que se hailan en el iuterior del intervalo de 
convorgencia (a — R, a + R), obtenemos una serie cuya surna 
es igual a la derivada de la suina de la serie dada (1). 

Ejemplo. Hallar el domiuio de convergencia d« la scriu 

(x - 2) - • (x - 2)5 + (x - 2)3'-|- ... + (*- 2)" + ... 

Solución. Poniendo x — 2 — A’, obtcncmos la serie 
A' -f A’> + A’> + . . . + A’" + ... 

Esta serie converge para —1 < A' < +1. Por consiguienle, !a serie dada con- 
verge para todos los valorcs de x, para los cualcs —1 <x —2 < 1, es dccir, 
cuando 1 < x < 3 (fig. 354). 

§ 16. SERIES 1)K TAYLOR Y DE MACLAURIN 

En el § 6 del capítulo IV (tomo I) mostramos que para una fun- 
ción / (x) que tiene todas las derivadas hasta (n + l)-ésimo orden 
inclusive, en la vecindad del punto x — a (es decir, en cierto inter- 
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valo que contiene el punto z = a) es válida la fórmula de Taylor: 

/(*)=*/(«) + £ y f /'<«> + 

+ (x-a^ r(fl)+ _ + ÉLzá! / W W + U nWi (1) 

1*2 

donde así llamado término complementario /f n (z) se calcula según 
la fórmula 

/f n = íí—/ n+0 |a+0 (* — «)]. o<e<i. 

(n + 1)! 

Si la función / (*) tione las derivadas de todos los órdones en la 
vecindad del punto x — a. entonces podemos tomar n arbitraria- 
mente grande en la fórmula de Taylor. Supongamos que en la 
vccindad considerada el término complementario /í„ tiende a cero, 
cuando n -*■ oo: 

lím /f„ (z) = 0. 

n-*«> 

Entonces. pasando en la fórmula (1) al límite, cuando n—*■ oo, 
obtenemos a la derecha uiia serie infinita que se Uama serie de Taylor: 

/( # )-/(«) + í~5fW+ ... +^^/ (n, (e)+ ... (2) 

La última igualdud se verifica sólo en el caso, si /f„ (z) 0, cuando 

n-r- oo. En este caso la serie de segundo miembro converge y su 
suma es igual a la función dada / (z). Demostremos que esto es 
efectivamente así: 

/ (z) « P„ (z) + /?„ (z), 

donde 

/ l nW = /('>)r^í(“)+ ... + —-- /"’(«)• 

I! ni - 

Fuesto quc, según la condición, lím R„ (z) = 0, entonces: 

»l-*oo 

!(x) = liu. /*„(z). 

n —x* 

Pero P„ (z) es n-ésima suma parcial de la serie (2); su límite es igual 
a la sunia de la serie del seguudó mieinbro de la igualdad (2). Por 
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consiguiente, la igualdad (2) es válida: 

/(*) =/ (a) + ^f(a) + + • • • 


+ £-r^>’<a)+ ... 

n! 


De lo expuesto se deduce que la serie de Taylor represenla la 
función dada / (x) sólo cuando lím fí n (x) = 0. Si lím R n (x) =+ 0, 
la serie no representa la función dada, auuque puede converger 
(hacia otra función). 

S¡ en la serie de Taylor ponemos a = 0, obtenemos un caso 
particular de ésta, que se llama serie de Maclaurin: 

/(*)-/< o)+-f rm + ~no) + ... + + • • • (3) 

1 2! n\ 


Si escribimos formalmente la serie de Taylor de una función, 
entonces, para dernostrar que la serie escrita efectivamonte repre- 
senta lu función dada, es preciso demostrar que el término comple- 
mentario tiende a cero, o convencerse. de una u otra manera, de que 
la serie escrita converge hacia la función dada. 

Notemos que para cada una de las funciones elementales doter- 
minadas en § 8. capítulo 1 (tomo I) existen a y R tales que en el 
intervalo (a — fí. a + R) ésta se desarrolla en la serie de Taylor, 
o (si a — 0) de Maclaurin. 


S 17. EJEMPLOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 
EN SERIES 


I. Desarrollo de la función/(x) = sen xen la serie de Maclnurin. 
En § 7, capítulo IV (tomo I) hemos obtenido la fórmula 

* 3 • .n+, ^ n -‘ 


senx=x-1-1- 

31 51 


+ (-D 


(2n — 1)1 


+ H Sn (*)• 


Ck»mo hemos demostrado que lim fí 2n (x) = 0, entonces, en 

n-*oo 

virtud de lo expuesto en el párrafo anterior, obtenemos el desarrollo 
de sen x en la serie de Maclaurin: 


r 3 r 5 r 2 " -1 

sen x = x —— + — + ... +(-l) n+ *_í- 

31 51 (2 n- 1)! 


+ 


( 1 ) 


Puesto que el término complementario tiende a cero para cual- 
quier x, la serie dada converge y tiene por suma la función de sen x 
para cualqüier x. 
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En la fig. 355 se representan las gráficas de la función sen x 
y de las primeras tres sumas parciales de la serie (1). 

Esta serie se emplea para calcular los valores de sen x para 
diferentes valores de x. 



Calculemos, por ejemplo, sen 10°con precisión dehasta 10 _t . Puesto 


que 10° = ^ = 0,174533, entonces: 
lo 


-“ r -S-i(ñ) , +B(a) , -ír(ñ) ,+ - 

Limitemos con los dos primeros términos y obteneinos la siguiente 
igualdad aproximada: 


sen 


Jt 

18 



el error cornetido ó es menor, en valor absoluto, que el primero de los 
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términos suprimidos, es decir, 

6 < — (—Y < — (0,2) s < 4 • 10"*. 

5! Vl8/ 120 

Si calculamos cada sumando eu la expresión de sen con seis 

cifras deciniales, obtenemos: seu jg - 0,173647. 

Se puede garantizar que las primeras cuatro cifras son exactas. 
2. Desarrollo de la función f(x) = é* en la serie de 
Maclaurin. 

En virtud del § 7, capítulo IV (tomo 1), tonemos 


»'-i+*+!r + ¥ + +ir + 


( 2 ) 


puesto quc heinos demostrado que lím /?„ (x) — •) para cualquier 

n-*oo 

x. Por consÍEuiente, la serie converge para todo. los valores de x 
y representa la función e*. 

3. Dcsnrrollo dc la función fr= cosor en la sene de 
Maclaurin. 

Eu virtml del § 7, capítulo IV (tomo I), tcneir.os: 


0 »*-!-- + --^ + .... 


(3) 


para todos los valores de x la serie converge y represenla la función 
cos x. 


§ 18. FORMLI.A DE EULEIl 

llasta aliora hemos considcrado solamente las series con tér- 
minos roales, sin tocar las series con términos complejos. Sin expo- 
ner la teoría completa de las series con términos complejos que sale 
fuera de los límites de la obra presente. examinemos sólo un ejempio 
importante de este campo. , 

En el capítulo VII (tomo I) hemos determinado la funcion e* + 
por la igualdad 

e x+iu _ e * ( cos y i sen y). 

Para x = 0, obtenemos la fórmula de Euler: 

e lu = cos y i seu y. 

Si definimos la función exponencial e‘" con exponente imaginario 
mediante la fórmula (2) § 17, que representa la función e x en forma 
de la serie de potencias, obtenemos la misraa igualdad de Euler. En 
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efecto, determinemos e‘", sustituyendo en la igualdad (2) § 17 x por 
la e.xpresión iy: 


e ' U=i+J t + 


■+ ... + 


+ ... 


Tomando en consideración que t 2 = — 1, i 3 = — /, i l = 1, i 5 = i, 
i® = — 1, etc., transformemos la fórmula (1) del modo siguiente: 

e'v^t+J^-JC-J^ + J'l + JJ'l- ... 

1! 2! 2! 4! 5! 

Separando en esta serie las partes real e imaginaria, hallamos: 

e *«(t ...) + 1 (x_z + j¿_ ...y 

V 2! 4! / V1! 3! 5! ) 

Las expresiones entre los paréntesis son las series de polencias cuyas 
sumas son iguales, respectivamente, a cos y y sen y (véase las fór- 
mulas (3) y (1) del párrafo anterior). Por consiguiente, 

e ,1 '=cosy + tseny. 

l)e este modo, hemos llegado de nuevo a la fórmula de Euler. 


§ 19. SERIE BINOMIAL 

I. Desarrollemos cn la serie de Maclaurin la función 

/(*) = <l + xf, 

dondo rn es un número constante arbitrario. 

Aquí la evaluación del término complementario rcpresenta cier- 
tas dificultades, por eso, para desarrollar la función dada, proce- 
denios de un modo algo diferente. 

Notemos que la función / (x) (1 + x) m satisface a la ecuación 

diferencial 

(t + x) /' (x) = mf (x) .(1) 

y a la condición 

/( 0 ) = 1 , 

hallemos una serie de poteucias, cuya suma s (x) satisface a la ecua- 
ción (1) y a la condición s (0) = 1: 

s (x) = 1 + a,x — a-x- + ... ■+ a n x n + .. .*). (2) 

Poniéndola en la ecuación (1), tenemos: 

(1 + x) (a, + 2 fl 2 X + 3«3X- + ... + na n x n 1 + ...) = 

_ =w(l + a,x + a 2 x 2 + ... + a n x n + ...). 

*) Memos aceptado que el término absoluto es igual a la unidad en virtud 
de la condición iuicial s (0) = 1. 
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Igualando los coeficientes de las mismas potencias de x en ambos 
mierabros de la igualdad, hallamos: 

a i = m\ «i - 2a 2 = mana„ + (n + 1) ff n+1 = ... 

De alií obtenemos para los coeficientes de la serie las expresiones: 

n, (m — 1) — 

a 0 — *- W ,‘ - " - ~ • 

¿é *- 


a 3 — 


«2 (m — 2) m (m — 1) (m — 2) 
2-3 


m(m — 1) ... Jm —n + 1] 

"" ~ 12 ... n ’ 

Estos son los coeficientes binomiales. 

Sustituyéndolos en la fórmula (2), obtenemos: 

m (m — 1) 


s (x) = 1 + mx ■ 


i-2 


!**+ ... 


m (m — 1) ... |m — (n — 1)] 
i-2 ... n 

Si m os un número positivo entero. entonces, a partir del tér- 
mino que contiene z" 1 * 1 , todos los coeficientcs son iguales a cero, 
y la serie se convierte en un polinomio. Si m es fraccionario o u/i 
número negativo entero, tenemos una serie infinita. 

Determincmos el radio de convergencia de la sorie (3); 



m (m — 1)... (m — « + 1 ] 
n! 


u 


n 


m(m - 1).. (m — /i + 2| _, 
(n - 1)! 


lim 

(í n + l 

= lim 

m (m — 1)... (m — n + 1) (n — 1)! ^ 


m (m — 1)... (m — n + 2) n! 

n-+°° 

w n 

n-*» 


,¡ m — n + 1 

= lnn - 

„-*<» n 




De este modo, ia serie (3) converge, cuando ( x ( < 1. 

En el intervalo (—1, 1) la serie (3) representa una función s (x) 
que satisface a la ecuación diferencial (1) y a la condición 

s(0) = l. 
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Puesto que solamente la única función satisface a la ecuación 
diferencial (1) y a la condición inicial s (0) = 1, entonces, la suma 
de la serie (3) es idénticamente igual a la función (1 + x) m , obte- 
nemos el desarrollo: 

(l+.r^l + m J + r, ^- 1) x 2 + w(m 2) ... (30 

1-2 1.2-3 

En particular, para m = — 1, tenemos: 

-i- = l-z+^-z 3 + ... (4) 

1 + x 


Si m = V 2 , será: 

-i/~i ^ , 1 1 a, l - 3 j 1 3-5- t , /e4 

Vl+z=l+ — x — —— x + , xr — —-- x + ... (5) 


2-4 


2-4-6 


2-4-6-S 


Cuando m — _ >/j tenemos: 


* + (6) 

y i+T 2 2-4 2-4-6 ' 2-4-6-S 

2. Apliquemos el desarrollo del binomio paro desarrollar otras 
funciones. Desarrollemos en la serie de Macíaurin la función 

/ (x) = arcsen x. 

Sustituyendo en la igualdad (6) x por la expresión —a s , obtenemos: 


_ = L ==1 + lz*+ 1 -lz‘ + l^x- + 

Vl -z 2 2 2-4 2-4-6 


... + 1-3-5-(2"-l) ^ + ,„ 

2-4-6... 2n 

Basándonos en el teorema sobre la integración de las series de 
potencias, obtenemos, para | x ¡ < 1: 


i 


dx 1 z 3 , 1-3 z 5 , 1-3-5 x’ . 

Vl - x 2 2 3 2-4 5 2-4-6 7 

1 - 3-5... (2n — 1) x 2n+ l 
2-4-6...2« 2n + \' 


Esta serie converge en el intervalo (—1, 1). Podemos demostrar 
que la serie converge también cuando x = ±l y que la suma de la 
serie correspondiente a estos valores también es igual a arcsen x. 
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Entonces, poniendo x — 1, obtenemos la fórmula para calcular n: 

I 31 1 . 1 1 , 13 1 , 13 ' 5 1 4- 

aicaenl—+—- + j^j-y+ ... 


§ 20. DESARROLLO DE LA FUNCION In (1 + *) 

EN UNA SERIE DE POTENCIAS. 

CALCL'LO DE LOGARITMOS 

Integrando la igualdad (4) § 19 en los límites dcsde 0 hasta x 
(para | x | < 1), tencmos: 


jc ■' 

C ( i _*+-**_*'+ ...), 

J l+i J 


ln (1 +a) = x-Y + y- Y+ +(- 1 >" +1 “+ ••• (1) 

Esta igualdad es válida en el* intcrvalo (—1. 1). 

Si en la íórmula citada sustiluyemos x por — x, obtenemos la 


ln(l — x)= — —2 —3 —4 — •••’ 

que convergo en el intervalo (—1, 1). 

Por medio de las series (1) y (2) podemos calcular los logaritmos 
de los números comprendidos entre el cero y dos. Indiquemos, sin 
demostración, que, para x = 1, el desarrollo (1) es tambión válido. 

Demos una fórraula para calcular los logaritmos naturales de 
los números entcros arbitrarios. 

Puesto que durante la sustraeción tcrmino a térinino de dos 
series convergentes obtenemos una serie convergente (véase § 1, 
teorema 3), entonccs sustrayendo término a término la igualdad (2) 
de la (1) hallamos: 

ln(1 + x) — In(1 — x) = lni-Í^=2 j^x + -^- + -j-+ ...J . 

Pongamos además, ~ = ~ ■ entonces: x = _j_ j ■ Pnra to- 

do n>0, tenemos: 0<a:<1, por eso 

. i + x ,n + i „r i j_ i i_ 1 _i_ 

/, l_2i» + l ' 3 ( 27 .+ l) a+ 5 ( 2 n+l) 5+ " ' J ’ 
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de donde 


ln(n+ 1) - In« = 2 — - - 1 - - -u _í_ l 

L2n + 1 3 ( 2 n+l) íT 5 ( 2 n + l) s J' 


( 3 ) 


Cuando n = 1 obtenemos: 


1 n 2 = 2 



1 

3-3 3 




Para calcular ln 2 con el grado de precisión dado 6, es preciso 
calcular la suma parcial s p , eligiendo un número p de sus térmiuos 
de modo que la suma de los términos suprimidos (es decir, el error 
R p cometido durante la sustitución de s por s p ) sea menor qne el 
error admisible 6. Para eso evaluemos el error H p : 


^ = 2 .[- 


1 


(2 p + 1) 3 2 " + ' + (2 p + 3) 3 J " +3 ^ (2 p + 5) 3 2 " +s 


1 


1 


+ 




Puesto quc los númcros 2p + 3, 2p + 5, . . . son mayores qne 
2p + 1, entonccs, sustituyéndolos por 2p + 1, aumentamos cada 
fracción. Por eso 


Ii p <2 


Por eso 

í(2p + 1) 3 2 " +l + (2p + 1) 3 J "' 3 + (2p + 1) 3 2 " +i + "']• 


R„ < 


2p + 


_r_L. 

1 L.3 2 " + ‘ 


+ 


1 


1 


gJp+3 ' g2j»+S 


+ 




La serie entre corchetes es una progresión geométrica do razón 1/9. 
Calculando la suma do esta progresión, hallamos: 


/?n 


3 2 "+’ 


1 


9 


(2p + l)3 


2e-i/ 


( 4 ) 


Ahora, si queremos calcular In 2, por ejemplo, con precisión de hasta 
0,0000001. es preciso elcgir p de modo que sea R p < 0,0000001. 
Esto se puede lograr, eligiendo p de modo que el segundo miembro 
de la desigualdad (4) sea menor que 0.0000001. Mediante la simple 
elección hallamos que es suficiente tomar p = 8. Pues, con la pre- 
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cisión di* hasta 0,0000001 tenemos: 

tal -'-*[ri + ¡V + ¡V + á + n 


H.3“ 


+ —H-= 0,6931471. 

13-3“ 7 15-3“ J 

La respuesta con siete cifras exactas es In 2 = 0,6931471. 
Poniendo en la fórmula (3) n = 2, lenemos: 

ln3 = In2 + 21 — -j—-)—+ ...] =1,098612, etc. 

L5 3-5 5-5 J 


De este modo, podemos obtener los logaritmos naturales para números 
enteros cualesquiera. 

Para obtener los logaritmos decimales de los números, es preciso 
usar (vúase § 8, capítulo II, tomo 1) la correlación: 

log N — M ln N, 

donde M 0,434294. Entonces, por ejemplo, obtenemos ln 2 = 
0,6931472. log 2 = 0,30103. 


§ 21. APLICACION DE LAS SERIES 
AL CALCULO DE INTEGRALES DEFINIDAS 


En los cupítulos X y XI (tomo I) hemos indicado que existen 
las integrales definidas las que, siendo funciones del límite superior, 
no se expresan en forma definiliva mediante las funciones elemen- 
tales. A veces tales integrales es cómodo calcularlas con ayuda de 
series. 

Examinemos aquí algunos ejemplos. 

1. Supongamos que es necesario calcular la integral 

i e-*'dx. 
o 

Aquí, la función primitiva de e~ xt no es una función elemental. 
Para calcular esta integral desarrollemos el integrando en una serie, 
sustituyendo en el desarrollo de e* (véase la fórraula (2), § 17) x 
por —x s : 


~2 ,4 ,6 

'•=1-—+ —- —+ ... +(-l) n —+ ... 
1! 21 3! n\ 


Integrando 


ambos miembros de esta igualdad en los límites de 0 
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a a, obtenemos: 


J Vl 1 ! - 3 2!-5 31-7 )o 1 1! ’ 


3 1 2!-5 


3! - 7 

Esta igualdad permite calcular la integral dada, para toda a, con 
cualquier grado de precisión. 

2. Calcular la integral 


a 

Í sen x , 


Desarrollemos el integrando en una serie: de la igualdad 


obtenemos: 


Sen * = *-| + f!-?!+ ••• 


sen x _x 2 x 4 .r" 

x _ 3! + 5! 7! + 


esta última serie converge para todo9 los valores de x. Integrando 
término a término, obtenemos: 

a 

Í senx , a 3 , a* a 1 , 

- dx = a --- + ... 

r 3!-3 51-5 71-7 

o 

Es fácil calcular la suma de la serie con cualquier grado de preci- 
sión para loda a. 

3. Calcular Ia integral elíptica. 

n 

$ Vl — & 2 sen 2 epc?<p (A:<1). 
o 

Desarrollemos el integrando en una serie binomial, poniendo 
m = 1/2, x = — k 1 sen* cp (véase la fórmula (5), § 19): 

Vl —k 1 sen* cp = 1 —^ A: 2 sen 2 <p — 36,14 V — 

... 

Esta serie converge para todos los valores de cp y permite la integra- 
ción término a término, puesto que es mayorante en todo intervalo. 
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l’or oso 


'P T 

^ Vl — A:" scn 2 <|‘ dip = <)■ —“ Ar ^ sen" <p </<p — 

o o 

1 1 .< f 4 , I 1 3 6 f n 

— j J k J 80,1 'P d< P - 2 ~4 T, k J 5011 'P “'P — • • • 

« o 

Las integrales del segundo miembro se calculan simplemente. 
l’ara <p = 4r- teneinos: 

¿t 

n 

f , i -3... (2a — 1) n 

l sen <p </<p =- 1 -; — 

J 2-4... 2n 2 

u 

(véase § 6, capítulo XI, tomo I), y por consiguiente, 

n 

2 

V\ k l sen" <p a'<p = 


§ 22. APLICACION DE LAS SERIES 
A LA INTEtíRACION DE ECUACIONES DIFERENCIALES 

Si la intcgración de una ecuación diferencial no se reduce a las 
cuadraturas. se puede rccurrir a los métodos aproximados de inte- 
gración de la ecuación. Uno de estos métodos consiste en representar 
la solución de la ecuación en forma de la serie de Taylor; la suma 
de un número finito de términos de esta serie será aproximadamente 
igual a la solución particular buscada. 

Por ejemplo, sea necesario hallar la solución de una ecuación 
diferencial de segundo orden: 

y' = F (x. y , y'), (1) 

que satisface a Ias condiciones iniciales 

(y)x=x 0 = y». (y')x-x. = y'o- ( 2 ) 

Supongamos que la solución y = f (x) existe y puede ser repre- 
sentada en la forma de la serie de Taylor (no nos detendremos en 
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la cuestión en qué condiciones esto tiene lugar): 

y = f(x) = f (x 0 ) + f" M + • • • 0 ) 

Tenemos que hallar / (a- 0 ). /' (^o). /* (a: 0 ), .... es decir, los 
valores de las derivadas de la solución particular para x = x 0 . Esto 
se puede hacer médiante la ecuación (1) y las condiciones (2). 
Efectivamente, de las condiciones (2) se deduce: 

fM = yo. í (x 0 ) = y 0 \ 

de la ecuación (1) obtenemos: 

/" (*o) = (y")x-x, = F (xp. 'Jo. y'o)- 
Derivando ambos miembros dc la ecuación (1) respeclo a x, 
tenemos: 

y"= F x (x, i/, y) + F„ (x, y, y) y + F'„. (x, y, ij) y' (4) 

y poniendo los valores x = x 0 en el segundo miembro, hallamos: 

r(xo)=(jn,-*. 

Derivando la correlación (4) una vez mós, hallamos: 

f ty M = (y lv )*~xo. 

etc. 

Los valores hallados de las derivadas ponomos en la igualdad '3). 
Esta serie representa la solución de la ecuación dada para los valores 
de x para los cuales la serie converge. 

Ejemplo I. Ilallar la solución de Ia ecuación 
y " = ~«x\ 

que satisfaco a las condicioncs iniciales 

<!»)*-• = t. (/).-• = 0. 

Solucíón. Tenemos: 

!(») = «o = 1: /•(<))=*; = (). 

De la ecuación dada ljallamos (í)*),_ 0 = /’(0) — 0; luego 

'j" — y' z *+ 2*¡/, (y“)*_ 0 r (o)=o, 

» IV = — *V—4*1)'—2y, (i) IV ) x=0 =- —2 

y ,el general, derivando k veces ambos miembros de la ecuación segiín la fór- 
mula de Leibniz, hallamos (| 22, capítulo 111, tomo 1): 

J,((1+S1 — y(h) x i — — fr (A-— 1) 

Poniendo r = 0, tenemos: 

¡,<* X2 >=. -k(k- |)y¡- 2 

o, poniendo fc + 2 = n: 

Vo= — —3)(n —2)i,' n -*>. 


20 * 
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De ahí: 

v - -1 • 2, »?> = - 5-6 y‘ v = (-1)*(1 ■ 2) (5-í), 

</'>*> - —9-10vi*> = (— l) 3 (l-2) (5-fi)-(9-10), 

aÍ k -(-1 )* (1 -2) (5 G)(9 10) ... |(/.A-- 3) (4*-2)). 

Además, 

!/¿‘> - 0, !/!*> — 0.^ 4M " = 0, 

»¡,“ = 0, !/o ,fl * = 0.y(4*+2)_o. 

í/i 7 > = 0. üi ,1, -=0. tf < 4 '‘+ : »=0. 

Do cste mndo, *olamente las dcrivadas, cuyo orden es múltiple a 4, no se 
reducen a ccro. 

Sustituyendo los valores hallados de las derivadas en la serie de Ma- 
claurin, obtencmos la solución de la ecuación 

V = l-^-l-2 f-g-(l-2)(5.6)—(1-2)(5 6) (9-10)+... 

•••H (-^-^rí 1 ' 2 ) (5-6) ... !(4*-3) (4*—2)) + ... 

Mediante el criterio <lo d'Aleinbert se pucde comprobar que esta serie con- 
ver(?e para loilos los valores de *; por eso, ella cs la solución dc la ecuación. 

Si la ecuación es lineal, es más cóinodo buscar los coeficientes 
del desarrollo de unn solución particular por el inétodo de coefi- 
cientes indefinidos. Para eso «sustituimos» directamente la surio 

f/ = a n -f a,x + a 2 x z + ... -f a n x" -f ... 
cn la ecunción diferencial e igualamos los coeficientes de iguales 
potencias de x qiie se hallan en ambos miembros de la ecuación. 

Ejcmplo 2. Hallar la solución do la ecuación 
y’ = 2xy- + ty, 

que satisface u las condicinnes inicialcs 

IfW) (KV.*-‘- 

Solución. Ponemos 

y — «o + a t*-\ a 2 xi I- a 3 jrJ + - • • + a n- r '‘+ — 

Según las condicioncs iniciales hallamos: 

«0 = 0, «i = l. 

Por consiguiente, 

y=x+ «j**+Ojl 3 + ... + a n* n + • •.. 

¡,' = 1 + 202 * f 3a 3 **+...+na n a' n " l + -... 

¡,- = 2a 2 + 3-2a 3 * + ...+n(n—1) a n * n -í+... 

Sustituyendo las expresiones escritas en la ecuación dada e igualando los 
coeficientes de iguales potencias de *. obtenemos: 

2a 2 = 0, de donde a 2 =0; 

3 - 2 o 3 = 2+4, de donde a 3 = l; 
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4-3a 4 = 4o2-)-4a2, de donde a 4 = 0; 


n (n — l)a n = (n — 2) 2a„. 2 +'inn- 2 , de donde a„ --- ■ 

Por consiguiente, 

,.± 

2-11 "21. 1 . 

“ 5_ 4 _ 2! 1 “ 7 ~ 6 3! ’ 09 41 ’ 

2 _!- 

( *2fc 1)l = TT : flt=0: a#=0; fl¡y,= °' 

Poniendo los coeficienles hallados, ohtenemos la solución buscada; 

x 3 x i x 7 x ik+l 

*=*+—+ ir + 1 7+--- +-*!-+••• 

I,a serie obtonida converge para lodos los valoros de x. 

Notemos que la solución particular hallada se puede expresar mediante 
las funciones elementales: sacando x fuera del paréntesis, obtenemos entre 
paréntesis el desarrollo dc la función e xl . Por consiguiente, 

§ 23. ECCACION I)E BESSEL 
La ecuación diferencial dc la forma 

*V + xy' + (x 9 — p 7 ) y = 0 (p = const) (1) 

se llama ecuación de Bessel. 

Es conveniente buscar la solución de esta ecuación, igual que 
las soluciones de algunas otras ecuaciones con coeficientes variables, 
no en forma de una serie dc potencias, sino en forma do un producto 
do cierta potencia de x por una serie de potencias: 

y = x r 2 a k x h . ( 2 ) 

*=o 

E1 coeficiente a 0 podemos considerar distinto de cero a causa 
de Ia indeterminación del exponente r. 

Escribamos la expresión (2) en la forma: 

y= 2 a k x'+ h 

h= 0 

y hallemos sus derivadas: 


y= 2 (r+i)a k / + ‘-’; 

h= 0 


>í = 2 (r+k)(r+k-\)a k x' +h ~ 2 . 

k=0 
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Pongamos estas expresiones en la ecuación (1): 

co 

** S (r+fc)(r+ «-l) a ,x r+, *- 2 + 

h =0 


+ X 2 (r + *) a k x'+*~ ' + (z 2 - p 5 ) Ü fl** ,+ * = 0. 

*=0 A =0 

Igualando a cero los coeficientes de x en la potencia r, r + 1, 
r + 2, . . r + k, obtenemos un sistema de ecuaciones: 


[r(r —1) + r—p*l a 0 = 0 ó 
((r + l)r + (r+l)-p*la, = 0 ó 
|(r+2)(r + l) + (r + 2)-p»l o 2 + <>o = 0 ó 


[r* — P s )l ao = 0,'j 
I( r +1)*—P*1 fl i = 0i | 

|<r + 2 )S-p*l„ 2 + a 0 = 0 . ¡ 


(3) 


[(r+*)(r+fc-'l) + (r+k)-p»|a»+fl». 2 = 0 ó |(r + *)*-p*l o* + a»_ 2 = 0. 


Examinemos la última igualdad: 

[(r + A - ) z —p'] a* + a u -2 = 0. (3) 

Podemos escribirla de modo siguiente: 

[(r + A- — p) (r + k + p)] a* + a*_ 2 = 0. 

Según la condición a 0 =£ 0; por consiguiente, 
r* - p* = 0, 

por eso r¡ = p ó r 2 = — p- 

Consideremos primeramcnte la solución correspondiente a r¡ = 

= p > 0. 

Del sistema de ecuaciones (3) se determinan sucesivamente todos 
los coeficientes a^, a 2 , . . .; a B queda arbitrario. Ponemos, por 
ejemplo, a 0 = 1. Entonces: 


a h-2 


ah k (2p + k) 
Atribuyendo a k diferentes valores, hallemos: 
a¡ = 0, a 3 = 0, en general, a 2m+1 = 0; 
1 


“* 2 (2p + 2) 

«*v = (- D V+ ’ 


a k - 


2 ■ 4 (2p + 2) (2p + 4) 

1 


2-4-6 ... 2v(2p + 2) (2p + 4)... <2p + 2v) 


(4) 
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Introduciendo los coeficientes hallados en la fórmula (2), obtenemos. 

x 2 


y t = * p 1 


2(2p + 2) 


+ 


x 6 


2-4(2p + 2) (2p + 4) 2-4 6(2p + 2) (2p + 4) (2p + 6) 


+ 




(5) 


Todos los coeficientes a 2 v se determinan, puesto que, para todo k, 
el coeficiente de a h en la ecuación (3) 

( r í + *) J - P 1 

es distinto de cero. 

De este modo, i/, es una solución particular de la ecuación (1). 
Determinemos ahora en que condiciones, con la segunda raíz 
r 2 ~ — p, se determinan todos los coeficientes a*. Esto tiene lugar 
en el caso en que, para cualquier número /c>0 entero y par 
se cumplon las desigualdades 

( r 2 + *)* - P* ¥> 0 (6) 

ó 

r z + k =¿= p. 

Pero, p = r ( , por consiguiente, 

r 2 + k =+. r,. 

De este modo, en el caso dado la condición (6) es equivalente 
a la siguiente: 

r, — r 2 =>(■. k, 

donde k cs un número par positivo entero. Pero, 
r, = p, r 2 = — p, 

por consiguiente, 

r, — r 2 = 2p. 

Por tanto, si p no es igual a un número entero, se puede escribir 
la segunda solución particular que so obtiene de la expresión (5) 
sustituycmlo p por —p: 

, _ 

2 (— 2p + 2) 2-4 (— 2p + 2) (— 2p + 4) 



2• 4■ ü(— 2p + 2) (- 2p + 4) (- 2p + ü) 



(5') 


Las series de potencias (5) y (5') convergen para todos los valores 
de x. lo que os fácil determinar, aplicando el criterio de d’Alembert 
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También es evidente, que y, e y 2 son lineaimente independientes *). 

La solución y, multiplicada por cierto factor constante. se 
llama juncián de Bessel de primera especie de orden p. y se designa 
por el símbolo J p . La solución y 2 se designa por el símbolo J _ p . 

De este modo. para p no igual a un número entero, la solución 
general de la ecuación (1) tiene la forma 


y = C\J P 4 ■ C 2 J - p . 

Así, por ejemplo, para p = 1/2 la serie (5) se escribe así: 


■ 

-r" 2 


1 - —H----- 

2-3 2-4-3-S 2-4-B-3-5-7 


+ 


-]- 


Vxl 3! 5! 71 J 


Esta solución multiplicada por el factor constante y — so lluma 
función de Bessel J t; notemos que Ia expresión entre paréntesis 
es la serie cuya suma es igual a senar. Por consiguiente, 


',(*)= VI 


sen r. 


Igualmente, aplicando la fórmula (5'), obteneraos: 

j _,(*)= V~' 


■ cos x. 


nx 


La integral general de la ecuación (I) para p — 1/2, os: 

y = C,J , (x) + C 2 J , (x). 

2 i 

Sea. ahora, p un número entero que designemos por n (n > 0). 
La solución (5) en este caso tiene razón y es la primera solución 
particular de la ecuación (1). 


*) La independencia lineal de las funciones se comprueba de modo siguiente. 
Examinemos la correlación 


Jfi- = x -w 
y i 


1 — 


X* 


2(-2p + 2) ■ 2-4( —2p-r2)(—2/> t-ó) 


1— - 


'2(2p + 2) + 24(2p-2)(2p + ó) 

Esta correlación no es constante puesto que, cuando x 
infinito. Por consiguiente, las funciones y, e y 2 son liuealm. 


_ . 0, ééta tiende al 

liuealmente independientes. 
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Pero, la solución (5') no tiene razón, puesto que uno de los fac- 
tores del denominador en el desarrollo se anula. 

Para p = « entero positivo, la función de Bessel J n se deter- 

mina por la serie (5) multiplicada por el factor constante (y 

cuando n = 0, multiplicado por 1): 



z 2 

2(2n + 2) 


2-4(2« + 2) (2« + 4) 


ó 


2-4 6(2« + 2) (2« + 4) (2« + 6) 


+ 


...] 



(- D v 

v! (n + v)! 


(in 


(7) 


Se puede mostrar que en este caso es preciso buscar la segunda 
solución particular en la forma 

A' n (z:) = y n (z)Inx + a-- n 2 b„x\ 

k=0 

Poniendo esta expresión en la ecuación (1), determinamos los 
coeficientes £>*. 

La función K„ (z), con los coeficientes determinados de este 
modo, multiplicada por cierto factor constanle, se llama función 
de Bessel de segunda especie de orden n. 

Esta es la segunda solución de la ecuación (1) que, junto con 
la primera, forma un sistema linealmente independiente. 

La integral general toma la forma 


y = C,J n (x) + C 2 A' n (z). (8) 


Notemos quc 

lím K n (.r) =- oo. 

X-.0 

Por consiguiente, s¡ queremos examinar las soluciones finitas 
para x = 0, entonces, debemos poner C 2 = 0 en la fórmula (8). 

Kjemplo. Hallar la solución de Ia ecuación de Bessol para p = 0 
y*+-j y'+p=0, 

que satisface a las condiciones iniciales: para x = 0 

y = 2, y' = 0 . 




Serirs 


Soluoión. Rasándonus en la fórmula (7), hallamos una solución particular: 

V=0 

Aplicamlo csta solución, podemos cscribir ia solución que salisface a las 
condicioues inicialcs dadas, es dccir: 

p = 27o (i). 

Obscrvación. Si dcberaos hallar la integral general de la ecuación dada, 
teueraos que buscar la segunda soluciim particular en la forma 

OO 

A'o(a-) 7 0 1“ * + ^ bkz h . 

k=0 

Sin citar todos los cálculos, indiquemos que la scgunda solución parti- 
cular quo designemos por K¡¡ (z), tiene la fonna: 

A’ 0 (r)--=7 0 (x) lnx-f (4) ( !+ t) + 

+Wr(f) , (*4+4)-« 

Ksta función, mulliplicada por cicrto factor constantc, se llaran /unctón 
de Hfssel de segunda especie de orden cero. 

EJercicios para cl capítulo XVI 

Escribir unos cuantos primeros términos de la scric segiín el término 
grucral dado: 

*• U »-T(¿Ó- 2 - “"-'¡¡TT’ 3 - 
■>■ » n = ? TqT-v^H 7 !- 

Estudiar la convergcncia de las siguicntcs series: 

«4+-¿-i-4-+--- + ír+-” Convcr * e ' 7 - ittd vW 

1 t 3 4 

u_ l --=—I-... fíespuesla: Divergc. 8. 2 -|- • 

V30 Vl°" “ 

-+ Í 4 Ít - ,l ‘ , " ue3 ' a - D ‘ vor 8°* »• -jV + TS + "" f T¿HT^ 

Hespuesta: Divcrge. 10. -J+(|-) 4 +(t) +*" + (tVí) + -• • H “P uesta: 
Converge. II. y+ f+4 + 17 +''' + W r T + ''' tte, "' le,la: Divcc * e ' 

,2 -f+T+4r + ir + - + rW + --- nes,,uata: Convcrga - 

Estudiar la convergencia do las series con términos gencrales dados: 

13 . u n =- íf. fíespuesla: Converge. Id. « n = 3 f . fíespuesta: Diverge. 
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15. u n = g n ^_ t . flespuesta: Diverge. 16. u„ = — 1 ", . fíespuesla : Diverge. 17. 

Un= ñí+^íT+3 ' fíes P uesta: Converge. 18. u n _i = - ^ n ■ fíespuesta: Diverge. 

19. Deinostrar la desigualdad 

1 +4-+T+ "+T> ,n <»+ 1 )>T + f+ "+-ñTT • 

20. cEs aplicable o no el teorema de Leibniz a la serie 

_J_ 1 | 1 _!_. i " _!_. s 

V2-1 1/2+1 V3-1 1/3+1 ' 1/ñ-l 1/ñ+l 

fíespuesta. No es aplicable, puesto que los términos de la serio no decreccn 
monótonamente en valor absoluto. La serie diverge. 

Cuántos primeros términos liay que tomar en Ias scries siguientcs para 
que su suma difiera no más que en 1/10« do la suma de la serie correspondicntc: 

2I ’ T - TT+¿-—+ R es P uesta: » = 20. 22. 1- 

-T+T-T+"-+ ( - ,)B T+- lte ‘P uest ° : «"‘O*- 23. -p— -p- + -¿~ 
--!-+...+(-1)"-!.+ ... fíespuesta: »= 10». 24. + ^ 

— 2 .3.4.5 + •••+( — , )"4f + --- fíespuesta: n = 10. 

Determinar cuáles de las scries siguientes convergen absolutainente: 

25- 1— -p- + -p—4 + ?' + l, '+<- T±n — i)* +•'• Ues P uesta: Co "' 

vergo absolutamcnte. 26. i-_i-. ..J-... + ( —l)"+i-i..-i-. + .,. 

fíespuesta: Converpe ahsolutamente. 27. -ji^-ji^- + —ji-j¡ + ...(_ I)" x 

X [,] - „ ' + • • • fíespuesta: Convcrgo condicionalmente. 28. — l+-jiy—J=- + 

4--j^r-+ ...( — 1)" -ji=-+ ... fíespuesta: Convergc condicionalmente. 

{/4 y n 

Hallar la suma do la scric: 


2a 'TT3+TT4+-" 


»(»+!)(»+ 2 ) 


+ ... fíespuesta: 1/4. Para que valo- 


X X 2 x n 

rcs He x convcrgen las scries: 30. 1 + — + •. • +“ 20 "+ • • • Res/mesta: 

2 < X < 2. 31. *-J± + -g-fL + ... +( _ 1) n + ,_íl + ... fí esputsta: 

— 1 <*'<!. 32. 3* + 3 4 r 4 + 3*x 9 + — + 3 nI x n * + ... fíespuesia: \ x \ < i- . 


,, . , lOOx 10000x« , 1000000xa 
33 ‘ ' + TT+— 3.5 +T'Í5.7 


fíespuesta: —co<x<co. 
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Series 


34. sen x+ 2son-5-+4 sen-í-+.. .J-Z“sen .. Hespuesia: —co-< x< co. 35. 

O J o 


* , * 2 . 

1 + Ví 2 + V2 

n 

0* r>lt 

+ir‘ 1 + 1 r”+- 

n fc 

••+-ÍT 

+ÍL 

-t 2* ^ 3 3 

. n > 

• 1 TÍ5r ; 

+ í 1 - 2 ' 3 ) 2 X 3 + .. 
+ 6! + 

, («>) 2 

1 (2n)! 


sumn de la serie x-(-2x 2 + — + nr" -+-... (| x | < 1 ). 
Indicación. Kscrihir la serie en la forma 

* f-x*-|-x*-|- *<+... 

•r* -|- ** -)- ** -f-... 

**+**+... 

*• + ... 


liespuesla: 


.. ‘ ' < 1-*) 4 • 

Detcrminar cuálos de las series siguicnles son mayorantes en los segmcntos 


indicados; 



40. l + £ 

1 ** 4- 


+ 2T+ 

••• n* 

+ -+ — 

+JL+. 

*" 


■ 3 • 

•• ‘ r n 

sen * , sen 2* , 

4 2 *)2 

sen 3* , 
•12 


+ • • • + J ^T Í - + • • • \0. 2.-I). Hespuesla: Mayoran t e. 

Desarrollo de las funciones en scries 

43. Desarrollar según las potencias <lo * y detorminar cl intervalo 

de convergcncia. Ilespuesta: Converge para —10<*< 10. 44. Desarrollar cos * 
según las potencias de (*-j) . Ilespuesla: L- (*-£) ~^7| x 

X (*—-5-Vh -L fr-i) +... 45. Desarrollar e~ x según las potencias 

\ 4 / e ^/2 ' 4 ¡ 

x t z 3 

de *. Hespuesta: 1 — x + ~ 2 f — gj-+- • • 46. Desarrollar e x segun las poten- 
cias de (* — 2). fíespuesta: e * + r 3 (*_2)+-^-(* -2)» + -^- (*-2) 3 + ... 47. 


Desarrollar * 3 _2* s 4 5*_7 según las potencias de (*_ 1). Hespuesla: —3 + 
+ 4 (* — 1) +(* —l) a + (* — l) 3 . 

48. Desarrollar el polinomio **®+ 2i* — 3* 7 — 6** + 3* 4 + 6* 3 — * — 2 
en la serio de Taylor según las potcncias de * — 1; convenccrse de que este 
polinomio tiene el número 1 como raíz triple. fíespuesta: 
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/ (*) = 81 (r - 1)» + 270 (2: - 1)* + 342 (* - 1)6 + 330 (* - 1)» + 186 (i - l) 7 + 
+ 63 (* —1)» +12 (* —1)*+(*— l) 10 - 

49. Desarrollar cos(* + a) según las potencias de *. fíespuesta : 

Z* x® 

cosa —xsena—— cos a4-— sen a4—— cos a — ... 

¿\ of 4! 

50. Desarrollar In * según las potencias de (* — 1). fíespuesta: 

<*-l)-Y (*-D*+| (*-!)* —|-(*-D«+... 

51. Desarrollar e* en la serie según las potcncias de (* + 2). fíespuesta: 

n—1 

52. Desarrollar cos**en la seriesegún las potenciasde (* — -”j; fíespuesta: 

~ 4"-» í* — — ^ * n-1 

T+Sí- 1 )"-¿TTíyr-<M<°°). 

. *>=>i 

53. Desarrollar -1- en la seric según las potencias de (* + !)• fíespuesia: 

OO 

S <» + l)(* + l)" (— 2 < *< 0 ). 


n=0 


54. Desarrollar tg* en la seriesegún las potencias de (z —J • fíespuesta: 

Escribir los primeros cuatro términos del desarrollo en la serie según las 
potencias de z de las funciones: 


*3 


2 *» 


17*’ 


+ ••• 


56. 


fíespuesta : 


55. tg*. fíespuesta: * + — + _ + . __ 

e ( ,_ ír+Tf—w - ") 57 - 1 +*+-£+■?- 

-^—<-••• 58- In (1 +e*). fíespuesta: l"2 + -í—-íl + -Zfl>+ ... 

59. e ,enx . fíespuesta: 1 +* + !*— ~ + ... 60. (1 + *)*. fíespuesta: 1+**— 

—^T+-|-* 4 — ••• 61. scr. fíespuesta: 1 +-L_+-^-+... 62. lncosz. 

fíespuesta: -^- — --... 63. Desarrollar sen kx según las potencias- 

d 0 *. fíespuesta: kx - ^ — |--^p-- + "' M ' Desarrol,ar sen! * 
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Scries 


sogún las ¡lotoncias de x y doterminar el intcrvalo de convergencia. fíespues- 

0,2 03,4 05,6 . 2 2, ' _i x2 u 

»•: + -—+ { -«“- 1 —@5¡“+— >' a «"« ""P 

para todos los vnlores de x. 65. Dosarrollar - 1 ^ en la serio según las 
potencias de x. fíespuesta: 1—x 3 -fx 4 — x®+. .. 66. Desarrollar arctg x en la scrie 

P dx 

según las potenciusdex. Indicación. Aprovecbar la fórmula arctg z= ^ ^ . 

0 

fícspuestu: z -~- + -¡r- y+--* (— 1 67. Desarrollar ( 

en lu scrie según las potencias do x. fíespuesta: 1 — 2x |-3x*—4x 3 +... 

( — !<*< !)• 

Aprovechando los fómuilas del dcsarrollo en scrio do potencias de las fun- 
ciones e*, sen x. cos x, In (1 + x), (I + x) m y aplicando diferenlcs procedi- 
miontos. dcsarrollar en scries dc polencias las funciones y determinnr los inter- 
valos dc convcrgcncia: 

X 3 

G8. st*nli x. /trsputsta: x f—+ —(— cc < x < co). 09. cosli x. 
Hespuesta: i + 4f +-^y*+• • • (— co<x<a.'). 70. cos*x. fíespuesla: 1 + 

■O * 

-i-4- y, ( ~ i r!f )a ' 1 (~30<x<co) 71. (1 + x) ln (1 +x). fíespu. *la: 

n = I 


x+y, (-i)" 


n*- 


(n —1) n 


(|x|<l). 72. (1 ¡ -x)e' x . fíespuesta: I 


S<-‘> 

n=2 


n-l 

«! 


S -wr ci-l<Ví). 


(— co<x<co) 
74. *=1. 


73. 


4 —x 4 


. fíespucsta: 


X x^ 

fíespuesta: 1 f—+ -j¡-+ ... + 


n-0 


+ ■•■ + ... ( —co<x<co). 75. fíespuetta: 2< n + , )' r ' , 


n =0 


o x z 4x* /— 

(|x| <1). 76. e* sen x. fíespuesta: x+x* -f- -gp — — j-...+V 2 ' ,J < 


X sen -jr- + • ■ • ( —co<x<co). 77. x + Vl + x*. Respuesta: x- 

-4+4s-4+-+«-‘^‘ 1 %S tS S + - 

oo 

Respuesta: 2 t >’ ,+1 VT (I * l < 1>- 

n=l 


78. 


■ s 


ln(l+x) 


dx. 
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X • «o 


79. 

r arc, 8 x 


2 (-i)" 

n=0 

oo 

X2»»+1 

i x dr - 

0 

/1 t. 5 U‘*Col U . 

(2n+l)2 

80. ' 
* 

? COSX l >,, 1 

IrSHl" 

n=l 

x*“ 

) * .. 


(2«) (2n)l 


(-1<X<1). 


X oo 

(-co <x<OyO< x<co). 81. ^ . HesputHa: ^ . 

0 n—1 

82. Demostrar las igualdades: 

sen (a + x) = seu a cos x + cos a sen x, 
cos (a + x) = cns a cos x — sen a sen x, 
desarrollando los primcros miembros según las potencias do x. 

Aprovechando los series currcspondicntcs, calcular: 

83. cos 10“ con precisión do basla 0,0001. Jlespuesta: 0.9848. 

84. sen 1“ con precisión do basta 0,0001. fíespuesta : 0,017í>. 

85. sen 18° con prccisión dc hasta 0,001. fíespuesta: 0,3090. 

86. sen con precisión de hasta 0,0001. fíespuesta: 0,7071. 

87. arctg 1/5 con precisión de hasta 0,0001. fíespuesta 0,1973. 

88. In 5 con prccisión de hasta 0,001. fíespuesla: 1,609. 

89. log| 0 5 con precisión de hasta 0,001. fíespuesta: 0,699. 

90. arcson 1 con precisión de hasta 0,0001. fíespuesta: 1,5708. 

91. ~\/e con precisión de liasta 0,0001. fíespuesta: 1,6487. 

92. log e con precisión de hasta 0,00001. fíespuesta: 0.43429. 

93. cos 1 con precisión de hasta 0,00001. fíespuesla: 0,5403. 

Desarrollando on la serie do Mnclaurin la función /(x) = j/o’‘ + x, calcu- 
lar con precisión de hasta 0,001: 94. */'30. fíespuesta: 3,107. 95. 1/70. fíes- 

puesla: 4,121. 96. V 500. Ilespuesia: 7.937 . 97. ^250- fíespuesta: 3,017. 

98. 1/84. fíespuesta: 9,165. 99. 2. fíespuesta: 1.2598. 

Desarrollando el integrando on la sorie. calcular las integralos: 

1 

100. ^ - "" 1 dx cnn precisión dc hasta tú~*. fíespuesta : 0,94608. 

0 

1 

101. ^ e~ x * dx con precisión de hasla 0,0001. fíespuesta : 0,7468. 
o 

n 

4 

102. ^ sen (xí) dx con precisión de hasta 0,0001. fíespuesta: 0,1571. 
o 

J_ 

2 

^ e* x dx con precisión de hasta 0,01. fíespuesta: 0,81. 
o 


103 . 
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Sertes 


0,5 

104. ^ arc . t ? -f- dz con precisión de hasta 0,001. fíespuesta: 0,487. 

o 

l 

lOá. ^ cos V* dx con precisión dc hasta 0,001. fíespuesla: 0,764. 
u 

T 

106. ^ ln(l+V*)d* con precisión de hasla 0,001. fíesputsta: 0,071. 
o 

i _ 

107. ^ e 4 dx con precisión de hasta 0,0001. fíespuesta: 0,9226. 

'o 

1 

5 

108. ?— s e “ x -~ dx ■ cnn precisión de hasta 0,0001. fíespuesta: 0,0214. 

t 

0,5 

109. con P rec ' si “ n l* asta 0,001. fíespuesta: 0,494. 

110. ^ *“ dx. fíespuesta: -j^-. 

Indiración. Al resolver este ejemplo y los dos siguientos es i’itil lener 
en cuenta las igualdados: 

S i _ n* V 1 

n> D ' 4J (2»-!) 1 8 ' 

n=-1 no,l 

que serán ohtenidas en § 2, capítulo XVII. 

111. ^ ln(1 T . f ) d*. fíespuesla: . 112. ^ 1,1 ]Z + ~T~ ' /,eS ‘ 

0 o 

n» 

puesta: . 

Integración de las ecuaciones diferenciales por medio de las series 
113. Hallar la solución de la ecuación y" = xy que satisface a las condi- 
cfones iniciales: para * = 0 e y= 1, y' = 0. 

Indicación: Buscar la solución en la forma de una sene. 

*3 *S *3'< 

fíespuesta: 1 + *2^- + -2X5T + ‘ - + 2-3 5-6 ... (3*- 1)'3 _ A + ' - ' 

114. Hallar la solución de la ecuación y’ + zy' + y = 0 que satisface a las 
ondiciones iniciales: para * = 0 e y = 0, y'= 1. 
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fíespuesta: I -ÍL_ + _±_ 


(—l) n *l x* n -« 


1-3-5... (2n— 1) - 
115. Hallar la soluoión general de la ecuación 

*V + *»'+ (**--J-) *-o- 

Indicación. Buscar la solución en la forma 

V = * p Mo+^i* + 4 í **+...). 

Respuesta: 

^ + [*-T+x-!r+-]+^' + [-í-+í--]- 


= C( 


scn g 

y; 


+ Cj 


cosx 

V* 


116. Hallar la solución de la ecuación xy'+i/' +zp = 0 que satisface 
a las condiciones iniciales: para * = 0, y = l, y'= 0. 


Respuesta: + ... ( _ f) * 

Obscrvación. Las dos últimas ecuaciones diferenciales son los casos par- 
ticularos de la ecuación de Bessel 


■ + *u' + (**—«*) y=0 


para n= 1/2 y n = 0. 

117. Hallar la solución general de la ecuación ixy'+ 2y'+ y = 0. 
Indicación. Buscar la solución en forma de una serie 
xP (o 0 + a,x + a 2 x* + ...). 


Respuesta: C, cos \/x+C? sen \/x. 

118. Hallar la solución de la ecuación (1 — x*) y'— xy' = 0, que satisface 
las condiciones iniciales: para x = 0 e y = 0, y'= 1. 

1 ** . 1 3 x* . 1 3 5 x’ 


Respuesta: x \—— - 


• + 


24 5 + 246 7 + ' 


119. Hallar la solución de la ecuación (l + x*)y' + 2x¡/' = 0, que satisface 
a las condiciones iniciales: para x = 0 e y = 0, y' = \. 
x» x* x 7 

Respuesta: X -jpH—;r-^-+... 


120. Hallar la solución de la ecuación y‘ = xyy ', que satisface a las con- 
diciones iniciales: para x = 0 e y = 1, y' = i. 

Respuesta: 1 + *+-^-+-^- + -^-+... 

121. Hallar la solución de la ecuación (1 — x) y' = 1 + x — y, que satisface 
a las condiciones iniciales: para x = 0 e y = 0, indicando el intervalo de con- 
vergencia de la serie obtenida. 


Respuesta:z+-£ T + -£ T + -£ 7 r + ... (-1<x<1). 

122. Hallar la solución de la ecuación xy’ + y = 0, que satisface a las 
condiciones iniciales: para x = 0 e y = 0, y' = 1, indicando el intervalo 
de convergencia. 


21-536 
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Series 


fl “P“" ía : i -(i$2 + (2$3 _ (3^4 + - (-»<*<«)• 

2 

123. Hallar la solución de la ecuación y"+—y' + y= 0, que satisface 
a las condiciones iniciales: para x = 0 e p = l, y' = i. 

„ sen x 

Hespuesla : —-— . 

124. Hallar la solución de la ecuación y"-]—— y'+y*=0, quo satisfaco 

a las condicionos iniciales: para z=0 e ¡/ = 1, y'= 0, indicando el intervalo 
de convergencia de la serie obtenida. 

/f espuetla-. \-^ + -^¡.- * t — + ... (| x | < oo). 

Hallar los primeros tres términos del desarrollo on una serie do potencias 
de las soluciones de las ecuaciones diferenciales siguientes cuando se verifican 
las condiciones iniciales indicadas: 

4 x 3 

125. y' = x* + y *, para x = 0 e y = l. fíespuesta: 14-x-|-x 2 -|—g-... 

•j2 j3 

126. y" = e» + x, para x = 0 0 V = l, |/'=0. fíespuesta: —h-g-+ 

jí 

127. y' = son y — sen x; para x = 0 o y = 0. fíespuesla: -^-g-... 

Hallar unos cuantos tértninos del desarrollo en una serio de potencias 
do las soluciones de las ecuaciouos diferenciales cuando se verifican las con- 
diciones iniciales indicadas: 

128. y" = yy'—x 2 : para x = 0 e ¡/ = 0, y'= 0. 

x* 2x® 8r* 14x* 

fíespuesta: \ +,+_ +— + +... 

129. y' = g 2 +x 3 ; para x = 0 e y = i/2. 

fíespuesta: Í- + -1-X + -Í-X 2 + -Í.X3-I-AX. + ... 

130. ¡/' = x 2 — p 2 ; para x = 0 e y = 0. 

fíespuesta: -j- j3 ~lV g,+ 7-11-27 


131. y' = x*¡/2 — 1; para x=0 o v = 1. 


fíespuesta: 


x» 

1—*+-T- 



132. y' = e</ + xy: para x = 0 e y = 0. 

_ , X* , 2x3 11*4 

fíespuesta: x + — + — + T ^+... 
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SERIES DE FOURIER 


§ 1. DEFINICION. PLANTEO DEL PHOBLEMA 

La serie de funciones de la forma 

+ a, cos x + b, sen x -f a 2 cos 2x + b 2 sen 2x + .... 
o, de modo más conciso, la serie de la forma 

oo 

(a„cosnx+ b n senna:), (1) 

n=l 

se llama serie trigonométrica. Los números constantes a 0 , a n y 
b n (n — 1, 2, . . .) se llaman coeficientes de la serie trigonométrica. 

Si la serie (1) converge, su suma es una función periódica / ( x) 
de período 2n, puesto que sen nx y cos nx son funcicnes periódicas 
de período 2n. 

De este modo, 

/ (x) = / (x + 2n). 

Planteemos el problema siguiente. 

Sea dada una función pcriódica / (x) de período 2n. ¿En qué 
condiciones se puede hallar para f (x) Ia seric trigonométrica que 
converge hacia la función dada? 

En el presente capítulo resolvemos este problema. 

Determinación de los coeficientes de la serie mediante las 
fórmulas de Fourier. 

Supongamos que una función periódica / (a:) de período 2n es 
tal que se puede representarla como serie trigonométrica que con- 
verge hacia la función dada en el intervalo (—n, n), es decir, es 
la suma de esta serie: 





(a„ cos nx + b n sen nx). 


( 2 ) 


21 * 
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Series de Fourier 


Supongamos que la integral de la función de primer miembro 
de esta igualdad, es igual a la suma de las integrales de los tér- 
minos de la serie (2). Esto tendrá lugar, por ejemplo, si suponemos 
que la serie numérica formada de los coeficientes de la serie trigo- 
nométrica dada converge absolutamente, es decir, converge la serie 
numérica positiva siguiente: 


+ I «i I + I &i I + I °2 I + I &2 I + — + I «*n I + I b n | + ... (3) 

Entonces, la serie (1) es mayorante y, por consiguiente, podemos 
integrarla término a término en el intervalo de —n a n. Aprovechamos 
esto para calcular el coeficiente a 0 . 

Integramos ambos miembros de la igualdad (2) dentro de los 
límites de — n a +n: 


fo 

2 


oo n 


| f (x) dx— | y <¿r + 2 ( \ a " cos/lxdx + f b n sennx dx'j . 

-n -« - * 

Calculemos por separado cada integral del segundo miembro: 


n 



— n 


n n 

Í , f , a„sennx” - 

a„cos nxdx = a„ J cos nxdx= -| = U; 


-n 

n 


b n scnnxdx = b n | sen nxdx=b n 


cos nx 


= 0 . 


Por consiguiente. 


de donde 


£ f(x)dx = na 0 , 

-n 


n 

Oo= ^ j f(x)dx. (4) 

— n 

Para calcular los demás coeficientes de la serie necesitamos ciertas 
integrales definidas las que examinaremos preliminarmente. 
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Si n y k son números enteros, se verifican las siguientes igualdades: 
si n =¿= k, tenemos: 


J cos nzcos kxdx = 0; 

— 31 
31 

J cos nx sen kx dx = 0; 


[ sen nxsen kx dx = 0\ 

— 31 

pero, si n = k, entonces: 

31 

$ cos 2 kxdx= Ji ; 

— n 

ti 

S senArxcosfcrc£r = 0; 

— 31 
31 

J sen 2 kxdx — n. 


(I) 


(II) 


Calculemos, por ejemplo, la primera integral del grupo (1). Puesto que 
cos nxcos kx — ~ [cos (n + k) x + cos (n — k) x], 

entonces: 

* • ? 
cosnxcosA:x<ir = -2 J cos (n + k) x dx + 

— 31 -3X 

n 

+ | cos (n — k) X dx = 0. 

— 31 

De modo semejante es posible obtener tambión las demás fórmu- 
las (I) *). Las integrales del grupo (II) se enlculan directamente 
(véase capítulo X, tomo I). 

Ahora podemos calcular los coeficientes a* y 6* de la serie (2). 
Para hallar el coeficiente a* cuando 0 tiene cierto valor 
determinado, multipliquemos ambos miembros de la igualdad (2) 

*) Mediante las fórmulas 

cos nx sen kx = ‘/2 (sen (n -f k) x — sen (n — k) x), 
sen nx sen kx — '/2 [— cos (n + k) x -f- cos (n — k) x]. 
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por cos kx: 


I (x) cos kx = ~ cos kx -f- ( a n cos nxcos kx + b n cos nx cos kx). (2') 

n=l 

La serie del segundo miembro de la igualdad es mayorante, 
puesto que sus términos no superan en valor absoluto a los términos 
de la serie convcrgente positiva (3). Por eso, podemos integrarla 
término a término en cualquier segmento. 

Integremos la igualdad (2') dentro de los límites de —n a n: 


^ / (j) cos A-x £¿r = -y- ^ cos kx dx + 

—n -n 

°° n 

+S(-I 


n 

■í 




cosnxcosAxdx + b n \ sennxcoskxdx 


Tomando en consideración las fórmulas (II) y (I), notamos que 
todas las integrales del segundo miembro se anulan, a excepción 
de la integral con coeficiente a„. 

Por consiguiente, 


Jl 

í 


/ ( x) cos kx dx : 




cos 2 kxdx = a k n. 


de donde 


n 

—rí 


/ (x) cos kx dx. 


(5) 


Multiplicando ambos miembros de la igualdad (2) por scn kx 
e integrando de nuovo de —n a n, hallemos: 

n n 

^ f(x) sen kxdx = b k ^ sen 2 kx dx = b k n, 

— n —n 


de donde: 


n 


/ (x) sen kx dx. 


( 6 ) 


Los coeficientes determinados por las fórmulas (4), (5) y (6), 
se llaman coeficientes de Fourier de la función f (x), y la serie trigo- 
nométrica (1) formada con tales coeficientes se llama serie de Fourier 
de la función / (x). 
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Ahora regresemos al problema plaateado al principio de este 
párrafo: ¿cuáles propiedades ha de poseer la función / (a:) para que 
su serie de Fourier converja y para que la suma de la serie de Fourier 
formada sea igual a los valores de la función dada en los puntos 
correspondientes? 

Formulemos el teorema que ofrece condiciones suficientes para 
representar la función / (x) por la serie de Fourier. 


Definición. Una función / (x) se llama monótona por trozos en 
el segmento { a, 61, si este úítimo se puede dividir por los puntos 
a¡i, x 2 , . . ., x n _i en un número ñnito de ¿y 

intervalos (o, xj (x t , x 2 ) . (x n _i 6) de ly— 

modo que la función sea monótona en cada 

uno de los intervalos, es decir, que ella 7 

sea o bien no creciente, o bien no decre- f(ctO) 

ciente. f(c-0)\ 

De la definición se deduce, que si la 

función / (a:) es monótona por trozos y aco-_|J_ 

tada en el segmento la, 61, entonces puede <?] c 

tener sólo puntos dc discontinuidad de ftg. 356 

primera especie. Efectivamente, si x = c 

es un punto de discontinuidad de la función / (x), entonces, en 
virtud do la monotonía de la función existen los límites: 


lím f(x)=f(c — 0), lím /(x)=/(c + 0), 

x-*-c-0 x-*c+0 


es decir, el punto c es punto de discontinuidad de primera especie 
(fig. 356). 

Formulemos ahora el siguiente teorema. 

Teorema. Si la función periódica f (x) de período 2n es monótona 
por trozos y acotada en el segmento (—n, n), entonces la serie de Fourier, 
formada para esta función. converge en todos los puntos. La suma de 
la serie obtenida s (x) es igual al valor de la función f (x) en los puntos 
de continuidad de la función. En los puntos de discontinuidad de la 
función f (x) la suma de la serie es igual al medio aritmético de los 
limites de la función f (x) a la derecha y a la izquierda, es decir, si x = c 
es un punto de discontinuidad de la función f (x), entonces tenemos: 


s(x) 


x=c — 


f(c-0) + f(c + 0) 
2 


De este teorema se deduce que la clase de las fuuciones que 
pueden ser representadas por las series de Fourier, es bastante am- 
plia. Por eso las series de Fourier han encontrado una amplia apli- 
cación en diferentes ramas de las matemáticas. Con particular 
éxito las series de Fourier se emplean en la física matemática y en 
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sus aplicaciones a los problemas concretos de mecánica y física 
(véase el capítulo XVIII). 

Demos el teorema citado sin demostración. En los párrafos 
8-10 demostremos otro criterio suficiente para que una función 
sea desarrollable en ia serie de Fourier. Este criterio se refiere, en 
cierto sentido, a la clase más estrecha de funciones. 


§ 2. EJBMPLOS DE DESARROLLO DE LAS FUNCIONES 
EN SERIES DE FOURIER 

Demos los ejouplos de desarrollo de las funcionos on series de Fourier. 
Ejcinplo I. Soa una [unción periódica /(*) de poriodo 2.T dcfinida de modo 
signionte: 

/(i) = x, —n<x<ix. 

Es una función inonótona por trozos y acotada (fig. 357). t’or consi- 
guionte, permite el desarrollo en la serie de Fourier. 



Según la [órniula (4) § 1, hallauios: 

1 P . I I» „ 
ao = - 

— n 

Aplicando la fórmula (5) § 1 e inlegrando por partes, obtenemos: 

f fsente<¡*]=0. 

—« —n 

Según la fórinula (6) § I, hallainos: 

bk= -¡T S l cos***]=(-1)^4 . 


De este modo, obtenemos la serie 
"sen* sen 2* , sen3* 




-+- 


— ... ( — !)*+* 


sen kz 


+-]■ 


Esta igualdnil tiene lugar cn todos los puntos, excepto los de disconlinui- 
dad. En cada punto de discontinuidad la suma do la serie es igual al medio arit- 
mético de los limites de la función a la derecha y a la izquierda, es decir, 
es cero. 
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Ejemplo 2. Sea una función periódica / (jc) de periodo 2n definida de modo 
siguiente: 


/ (z) = — z para —n < x < 0, 
/ (x) = x para 0 < x < n 


(es decir, / (*) = x |) (fig. 358). Esta función es también monótona por 
trozos y acotada en el segmento — n < x < n. 



Determinemos sus coeficientes de Fourier: 
n o n 

“o=4- l l (-*)««*+5 

-n -n 0 

0 n 

<i* = — ^ ^ ( — *) kz dx -j- ^ x cos ** dx ] 

-n 0 

0 71 

1 r * sen kz |o , ' t . . rsentil» 1 P , , "1 

= ~L-r-|_ n + T \ s*nkzdx + — 1 — | o - T ^ senfcrdxj. 


1 r cos kz 0 cos kx |n"| 

k -7i+ k |oJ 


‘~ñk L 


= ¿(c°s*n 


para k par. 


/ ° 

-«-< 4 

(. —jjp- P ara * impar; 

0 n 

sen**d*-j-^ *sen**d*]=0. 

-ji o 

De este modo, obtenemos la serie 

n 4 fcos* , cos3* , cos5* , , cos(2p+l)* , 1 

n ' 2 n L 1* ' 3 2 + 5* +”•+ (2p+l)* +•••]• 


Esta serie converge en todos los puntos y su suma es igual a la funoión dada. 

Ejcmplo 3. Sea una función periódica /(*) de período 2n definida de modo 
siguicnte: 

1(x)=— 1 para — n<*<0, 

/(*)=! para 0<*<n. 

Esta función (fig. 359) es monótona por trozos y acotada en el segmento 
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Calculemos sus coeficientes de Fourier: 


n u n 

° o= t 5 /(i)dr= 4 -[S ( " ,,dr+ 5 ‘ íi ] =o: 

—n n 0 

a *"T [ I <-' cosfer dr + l coskx dx ] = " 11 ’ HT 2 1°-„+HT 5 I"'= 0; 

-31 0 

0 .*i 

, 1 r P / « . . , (* . , 1 \ fcoskx I* cos kx |»’l 

= T L .\ ( - l) sen kxdx +\ “ n kx dr J = T [—u-— loj 

-n 0 

2 í 0 ,,ara k ,lar ' 

-=—t- II — cos nA) =< 4 

Jt* . ^ -^r- para k impar. 


0 para k par. 


z-M— cosn*p 


Jra k impar. 


Hor consiguiente, la scrie de Fourier de la función i :aminada tiene la 
fortna 

. 4 fsenx- sen3x senSx sen (2/)+1)* . "1 

/( *)-—l_-r+-5—t——+—+ 2p-t-’ • 

Esta igualdad es válida en todos los puntos, excepto iOS de discontinuidad 


Fig. 359 

En la fig. 360 se indica claramentc, como las sumas parciales s„ de la serie 
represcntan cada voz más cxactamento la función / (x). al aumentar n. 

Kjcmplo 4. Soa una fuución periódica / (x) de periodo 2n definida de modo 
siguiento: 

/ (x) = x’, — n < x < n (fig. 361). 

Calculemos sus coeficientes de Fourior: 


-rl 


,, 1 X» H 2n* 

dx =———- =-17-; 

n o -n 3 


1 (* , . . 1 f x2 sen ftx n 2 P , , 1 

nj n L k —n k J J 
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— _gJ r~ s . _ 


J\sr$(s**+*F + *¡*L) \ 


Fig. 360 
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6 *=T l xtaeD kx dl= + 7r[-* C Ti—' |-ji + T S—*—]- 
—« 

Pues, la serie de Fourier de la función dada tiene la forma 
n J . /cos x cos 2x cos3i \ 

I> = __4 - 2 Í-+- 3 S- ■■■) ■ 

Puesto que la funciónes monótona por trozos, acotada y continua, esta igualdad 
se cumple en todos los puntos. 

Poniendo en la igualdad obtenida x = n, obtenemos: 

n * _ v _L 

6 ~ n j • 

Ejemplo 5. Sea una función periódica I ( x) de período 2n definida de modo 
siguiente: 

/ (x) = 0 para —n<*<0, 

/ (*) = * para 0<*<n (fig- 362). 



Determinemos los coeficientes de Fourier: 
n 0 


1 n*_ 
2 


n_. 
2 ’ 


fl0 = ± J/ W d,=i-[ JO-dx+J*dx]=i- 

—n -n 0 

n n 

11* , . 1 fi sen kx |n 1 P . . 1 

a * = lT 5 xa » kxd *“T\.—k— \o~T \ senkxdxj = 
0 0 

{ —P a « * impar, 

0 para k par; 

n 

lf *cosfc*|n,lP . . "I 

ir [—— Io+tS 608 * 1 ^] 


1 cos kx |« 

0 " 


nfc fc 
n 


* sen kzdx-- 


0 

í 4- para fc i 

= ~sr C08ftn =| 1 

l ~T para k p 


ímpar, 

par 
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De cste modo, la serie de Fourier toma la forma: 

, íi 2 /cos x , cos 3x cos5r \ fsenx sen2r , sen3r \ 

nx) =T~[—^— + -v-+ ---J- 

En los puntos de discontinuidad de la función / (r) la suma de la serie es 
igual al medio aritmético de los limites de la función a la derecha y a la 

izquierda J o sea, en el caso dado, al número -^-J - 

Poniendo en ia iguaidad obtenida r = 0, tenemos: 


Jíi=y 1 

8 ¿J (2n — 1 )» ‘ 


§ 3. UNA OBSERVACION SOBRE EL DESARROLLO 
DE LA FUNCION PERIODICA EN LA SERIE DE FOURIER 

Indiquemos la siguiente propiedad de una función \() (x) perió- 
dica de período 2n: 

n X+2n 

i' if(x)di= i' \p (x) dx, 

-n X 

cualquiera que sea el número K. 

En efecto, como 

* (6 - 2 «) - \|> (?), 

entonces, poniendo x — ? — 2ji, podemos escribir, para cuales- 
quiera c y d: 

d d+2u d + 2 .-t d+2n 

i (ar) cfa: = J \|j (| - 2«) = J \|) (?) d? = J y (x) dx. 

e e+2it e+2n c+2n 

En particular, poniendo c — — ji, d = X, obtenemos: 
t X+2n 

J (x) dx = J' \J> (j:) dx, 

— n n 

por eso 

A+2K -« n X+2n 

5 )J) (x) dx = J \|) (x) dx -f- J (.r) dx + J ip (x) dx = 

t K —n n 

-« n X n 

= s \p (x) dx -L i ip (x) dx -f- J \J) (x) dx = J \Ji (j) dx. 

»■ -it -n —n 

La propiedad indicada significa que la integral de una función 
periódica \J) (ar) en un segmento arbitrario de longitud igual al 
período. siempre tiene un mismo valor. Es fácil ilustrarlo geométri- 
camente: las áreas rayadas en la fig. 363, son iguales. 
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De la propiedad demostrada se deduce que, al calcular los coefi- 
cientes de Fourier, podemos sustituir el intervalo de integración 



Ftg. 363 


(—n, .i) por otro (X, X -(- 2n), es decir, podemos poner: 


¡L + 2JI 


í 

X 

X+2: 

4 í 


X+2ü 


/ (*) dx. 




/ (x) cos nx dx. 


/ (ar) sennx dx, 


( 1 ) 


donde X es un número arbitrario. 

Esto se deduce de que la función / (x) es, según la hipótesis, 
periódica de período 2ji; por consiguiente, las funciones / (x) cos nx 
y / (x) sen nx son también las funciones periódicas de período 2n. 
Mostremos con un ejemplo cómo en algunos casos la propiedad de- 
mostrada simplifica el proceso de cálculo de los coeficientes. 


Ejcmplo. Supongamos quo sc neccsita desarrollar en la serie de Fourier 
la función / (z) do poriodo 2n, que, on el segmento 0 < x < 2n, estú dada por 
la igualdad 

/ (*) = *• 

La grúfica de la función / (*) se represcnta en la fig. 364. Esta función ostá 
dada en el segmcnto (— n, n|, por dos fórmulas: / (z) = i+ 2n en el seg- 



Fig. 364 

mento [—n, 01, y f (x) = x, en el segmento (0, n]. A1 mismo tiempo en el 
segmento [0, 2n ] esta función estú dada de modo más simple por una fór- 
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mula / (x) = x. Por eso, para desarrollar esta función en la serie de Fourier 
es más provechoso utilizar las fórmulas (i), poniendo X = 0; 


“o =4" ^ /(*)*—§ xdx=* 2ji; 

0 0 
2 n 2 n 

i ? íe . , 1 (* , 1 rxsennx cosnx’\2* 

nn== lT ¿ /(*)«*«*'- 7 - ^ * c °s/’jr dí = — L-H 1 Jü = ° : 

0 0 

2n 2n 

1 . , 1 i* , 1 T xcosm scnnxT2n 2 

6 n = — \ f lx)sen nx dx =— \ x sen nxdz = —---— =-. 

n d ' ' ' nj n L n n* Jo n 


Por consiguiente, 

2 2 2 2 
/ (x) = n— 2sen x —- sen 2x—- scn 3x—sen \x —¡r- sen 5x — ... 


Esta serie rcprescnta la función dada en lodos los pulitOS, exceplo en los de 
discontinuidad (es decir, excepto los puntos x = 0, 2n, 4n, . . .). En estos 

C iuntos la suma do la serie es igual a la mitad de la sunia do valores límites de 
a función / (x) a la derecha y a la izquierda (es decir, cn ol caso dado, al nú- 
mcro ji). 


§ 4. SF-RIES DE FOURIER 
PARA LAS FUNCIONES PARES E IMPARES 

De la definición de las funciones pares e iinpaies se deduce que 
si i() (x) es una función par, entonces 

J if (r) dx = 2 J i|: (x) dx. 

— n 0 

Efectivamente, 

n D :» It n 

J tp (.r) dx — i' tj! (.r) dx -f- i if ( x) dx = J t() (— .r) dx -f J ij) (x) dx = 

— n ~.n 0 0 0 

= 1 tj> (-r) dx + i tp (.r) dx = 2 J tj> (x) dx, 

0 0 0 

pnesto q\ie, según ia definicióii de una fnnción par i)) (—j) — \|) (x). 

Análogamente se puede demostrar que si cp (x) es una función 
impar, entonces: 

n n Jt JI .t 

í <p (x) dx = í <p(—x)dx+ J <p (x) dx = — i <p(x)dx+ J <p(x)¿r=0. 

— n 0 0 00 

Si una función impar / (x) se desarrolla en la serie do Fourier, 

el producto / (x) cos kx es también una función impar, y / (x) sen kx 
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es una función par; por consiguiente. 


-4Í 

— n 
n 


f(x)dx = 0; 


/ (ar) cos kx dx = 0, 


, = ~ ^ f(x) sen kxdx= ~ ^ / (x) sen kx dx, 
— n o 


( 1 ) 


es decir, la serie de Fourier de una función impar contiene «sola- 
mente senos» (véase el ejemplo 1, § 2). 

Si una función par se desarrolla en la serie de Fourier, un pro- 
ducto / (x) sen kx es una función impar y / ( x) cos kx es una función 
par; por consiguiente 


a 0 = 





/ (*) dx, 

/ (x) cos kx dx. 


0 

n 





/ (ar) sen kx dx = 0, 


( 2 ) 


es decir, la serie de Fourier de la función par contione «solamente 
cosenos» (véase el ejemplo 2, § 2). 

Las fórmulas obtenidas permiten simplificar los cálculos de 
los coeficientes de Fourier, cuando la función dada es par o impar. 
Es evidente que no toda función periódica es par o impar (véase 
el ejemplo 5, § 2). 

Ejemplo. Supongamos que es necesario desarrollar en la serie de Fourier 
la función par / ( x ) de periodo 2n definida en el segmenlo | 0 , n) por la igualdad 

sr = x. 

Ya hemos desarrollado esta función en la serie de Fourier en el ejemplo 2, 
§ 2 (véase fig. 358). Calculemos de uuevo los coeficientes de Fourier de esta 
función, aprovechando la paridad de esta función. 
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En virlud de las fórmulas (2), b h — 0 para cualquier *; 



x dx = n. 


n 



0 


xcos kzdx 


2 fxsenAi , 

n L * + 


COS 

~~k*~ Jo _ 


r 


Hcmos obtenido los mismos coeficientes que en el ejemplo 2, § 2, pero 
de modo raás breve. 


§ 5. SERIE DE FOURIER 
PARA LA FUNCION DE PERIODO 21 


Sea / (a:) una función periódica de período 21, distinto, hablando 
en general, de 2n. Desarrollémosla en la serie de Fourier. 
Sustiluyamos la variable según la fórmula: 


x — 



Eiilonccs, la función /(-^-f) es una función pcriódica de t, de 
periodo 2n. Podemos desarrollarla en la serie de Fourier en cl 
segmento — rt < x--C n; 


donde 


oo 

/(^-r)=^+ (“h cos kt + b„ sen kt). 

h~l 


a 0 = 



n 

a h =^ j f ^ i) cos kt dt, 


(D 


Jt 

b h = j' / ^ 1 ) sen kt dt. 

— n 

Aliora regresemos a la variable anterior x: 


x — 




dt = y dx. 


22-536 
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Entonces tendremos: 


i 

-H 


a a = — \ í(x) dx. 


-41 


Í7 t = — \ l(x)cuskj xdx. 


'=y | /(ar)sen*-jzdr. 


La fórmula (1) toma la fonna: 


( 2 ) 


l(x)=-^+'^[a k cos^jx+b k scn- yx), (3) 

k = t 

donde los coeficientes a 0 , a k , b„ se calculan según las fórmulas (2). 
Esta es precisainente la serie de Fourier de una función periódica 
de período 21. 

Notemos que todos los teoremas que han tenido lugar para las 
series de Fourier de las funciones periódicas de período 2n, son 
válidos también para las series de Fourier de las funciones periódicas 
de cualquier otro periodo 21. En particul.u , queda en vigor el criterio 
suficiente del desarrollo de una función en la serie de Fourier (véase 
el fin de § 1): la observación sobre la posibilidad de calcular los 
coeficientes de la serie, integrando en un scgmento arbitrario de 
longitud igual al período (véase § 3), asi como la observación sobre 
la posibilidad de simplificar el cálculo de los coeficientcs de la serie, 
cuando la función es par o impar (§ 4). 


Ejemplo. Desarrollar en la serie de Fourier la función neriódica / (j-) dc 
poríodo 21, definida en el seguiento |— l, /1 por la iguafdad / (r) |i| 

(fig. 305). 



Solución. Pueslo quo la función examinada es par, tenemos: 


bk= 0; «o = y ^ rdr=*f, 


í 


“k 


4S 


x cos dx = ~ ^ X cos kx di = 
0 « 


{A 


para k par, 
para k impar. 
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Por consiguiente, el desarrollo tiene la forma: 


1*1 = 


I 

4 1 

31 

cos-pr 

3* 

cos —— X 

(2p + l)n 
cos ' - ' X 

1 * 

2 _ 

_ a* 

. i + 

32 +•' 

(2p+D* 



§ 6. DESARROLLO DE UNA FUNCION NO PERIODICA 
EN LA SERIE DE FOURIER 

Supongamos que en cierto segmento la, fcl está dada una función 
monótona por trozos / (x) (fig. 366). Mostremos que podemos repre- 
sentar esta función / (x) en los puntos de su continuidad por una 



suma de la serie de Fourier. Pora eso examinemos una función 
arbitraria periódica monótona por trozos /, (x) de período 2p 
!> | b — a |, que coincide con la función / (x) en el segmento la, ó). 
(Ilemos coinpletado la definición de la función / (x)). 

Desarrollemos la función /, (x) en la serie de Fourier. La suma 
de esta serie en todos los puntos del segmento la, ¿1 (excepto los 
de disconlinuidad) coincide con la función dada f (x), ló que 
significa que hemos desarrollado / (x) en la serie de Fourier en el 
segmento [a, 61. 

Examinemos ahora el siguiente caso importante. Sea / (x) una 
función dada en el segmento [0. Z|. Completando la definición 
de esta función de modo arbitrario en el segmento [—/, 0| (conservan- 
do la monotonía por trozos), podemos desarrollar esta función en 
la serie de Fourier. En particular, si completamos la definición 
de la función dada de modo tal que para — l ^ x < 0 sea 
/ (x) = / (— x), obtenemos en definitiva una función par (fig. 367). 
(En este caso se dice que la función / (x) «es prolongada de rnanera 
par»). Esta función se desarrolla en la scrie de Fourier que contiene 

22 » 
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solamente cosenos. De este modo la función / (z), dada en el segmen- 
to [0, Z], la hemos desarrollado en serie de cosenos. 

Si continuamos la definición de la función / ( x) para — / x <; 0 
de modo tal que f (x) = — / (— x), obtenemos una función impar 
que se desarrolla en serie de senos (fig. 368). (La función / (x) 
«es prolongada de manera impar»). De este modo, s¡ en el segmento 



Fig. 367 Fig. 368 


10, /1 está dada cierta función monótona por trozos / ( x ), podemos 
desarrollarla tanto en la serie de Fourier de cosenos, como en la 
seríe do Fourier de senos. 


Kjcmplo I. Desarrollar la función ](x)=x en el segmento |ü, n| on la 
sorie ile senos. 

Solución. Prolongando esta función de manera impar (fig. 357) obtonemos 
la serie: 


x = 


2 


[ sen x 
1 


sen2x , Sen3z 

2 + 3 



(véase el ejemplo 1, § 2). 

Kjcmplo 2. Dosarrollar la función /(x) = x en el segmento [0, n) en la 
scrie de cosenos. 

Solución. Prolongando esta función de manera par, tcnemos: 

/(*) —1*1- — n<x<n 
(íig. 358). Desarrollándola en la serie, hallamos: 


I 



4 fcosr , cosSr , cos5r , ~\ 

Í~ + 3* + 5 2 


(véase el ejemplo 2, | 2). Pues, en el segmcnto |Ü, n) tiene lugar la igualdad 


x 


n 4 f cosx , cos3x , cos5x 
2 TL - f - + 3* 5» 
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§ 7. APROXIMACION EN PROMEDIO 
DE UNA FUNCION DADA 

CON AYUDA DE UN POLINOMIO TRIGONOMETRICO 

La representación de una función en una serie infinita (de Fourier, 
Taylor, etc.) tiene prácticamente el sentido de que la suma finita, 
que se Obtiene al interrumpir la serie en el n-ésimo término, es una 
expresión aproximada de la función que se desarrolla; esta expresión 
aproximada se puede llevar hasta cualquier grado de precisión. 
eligiendo un valor suficientemente grande de n. Sin embargo, 
el carácter de la representación aproximada puede ser diverso. 

Así, por ejemplo, la suma s„ de los n primeros términos de la serie 
de Taylor coincide con la función examinada en un punto, y en este 
último tiene las derivadas hasta el n-ésimo orden que coinciden con 
las derivadas de la función analizada. Un polinomio de Lagrange 
de n-ésimo grado (véaso § 9, capítulo VII, tomo I) coincide con 
la función considerada en n + 1 puntos). 

Analicemos el carácter que tiene la representación aproximadn 
de una función periódica / (z) por los polinomios trigonométricos 
de la forma 

_n 

s n (x) = y + 2 a » cos kx + bh 86,1 kx ' 

k—l 

donde a 0 , a t , 6,. a 2 , 6 2 , . . ., o„, 6„ son los coeficientes de Fourier, 
es decir, por la suma de los n primeros términos de la serie de Fourier. 
Hagamos primeramente algunas observaciones. 

Supongamos que tenemos una cierta función y = / (x) en el 
segmento ía, 61 y queremos evaluar el error, cometido al sustituirla 
por otra función (p ( x). Se puede tomar en calidad de medida del 
error, por ejernplo, máx | / (z) — q> (x) | en el scgmento [a, 61, 
es decir, así llamado desvío máximo de la función cp (z) de / (x). 
Pero a veces es más natural tomar, como medida del error, así llamado 
desvío medio cuadrático ó que se determina por la igualdad 

b 

ó 2 = — f [/ ( x ) — cp (*)) 2 dx. 

(6 — a) J 

a 

Explicaremos en la figura 369 la diferencia entre el desvío medio 
cundrático y el máximo. 

Supongamos que la línea continua representa la función 
y = f (x) y las líneas punteadas, las aproximaciones cp, (z) y cp 2 (z). 
El desvío máximo de la curva y = qp ( (x) es menor que él de la 
curva i/ = cp 2 (z), pero el desvío medio cuadrático de la primera 
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curva es mayor que él de la segunda, puesto que la curva y = <p 2 (x) 
difiere considerablemente de la curva y — q> (z) sólo en un intervalo 
ostrecho y por eso caracteriza mejor a la curva y = / (x) que la 
primera. 

Regresemos ahora a nuestro problema. 


íÉmJ 


Pig. 309 

Sea dada una función periódica / (x) de periodo 2n. Entre todos 
los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden 




(a„ cos kx P(, sen kx) 


es preciso hallar, mediante la elección de coeficientes a k y fi,,, un poli- 
nomio tal para el eual el desvío medio cuadrático, determinado por 
la igualdad 

n u 

6« = ^ ^ j/ ^ ~ 2 COS kX + 86,1 kX) 

~.t h = I 

tiene el valor mínimo. 

E1 problema se reduce a la dcterminación del inínimo de una 
función 2n + 1 de las variables a 0 , ai, . . ., a„, p 2 , . . ., fl„. 

Desarrollando el cuadrado que se encuentra bajo el signo de 
la integral, e integrando término a término, obtenemos: 

n n 

= 2 ^ 1 ^ ~ ^ ^ \^2 + 2 C ° S kX + Se " + 

-n h= I 

n 

+ [y+2 (a,lC0 s A:x + P '' se n^)j } dx = 
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n “ n n 

= — [ f 2 (x)dx — — [ f(x)dx — —/ a k \ f (x) cos kx dx + 
2 jí J 2ji J n J 


+ 


— rt 

n n 

iS - J 

*=l — n 
n 


I —rt 


/(x) sen kxdx-\- 


_1_ «o [ 

2ji 4 J 


+ ¿2 a ‘ > í co ' Ifa * + ¿2 iií í 

l -a —a 


dar + 

sen 2 kx dx -\- 


n n " 

+ ¿-2- i cosA-jdar+ J sen/czrfa: + 

lí*-l — rt *=“* ~rt 

n n n 

+ 2. ^ coskxcosjxdx + 

/i = l 7—1 -rt 

h*\ 

n n rt 

+ 7°°22^í cos kx son jxdx + 

* —I 7-1 —rt 

rt n rt 

+ 7T 2 2 í aenkxsenfxdx. 


Ii—1 J*=l — n 

ftitl 

Notemos que 


1 j f(x)dx = a¿ ^ f(x)coskxdx=a,„ 

-rt -rt 

n 

2 ^ /(z) sen kxdx=b k 

— n • 

son los coeficientes de Fourier de la funcion / (x). 

Luego, según las fórmulas (I) y (II) § 1 tenenios: para k = / 

rt rt 

^ cos 2 kxdx = n. J son 2 kx dx = ji, 

—n -n 

.n 

^ sen kxcosjxdx = 0 
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y para k =¿= j: 

¡\ 

^ cos A’orcos jx dx — 0, 

— n 

De esto modo, obtenemos: 

6 2 „ = f f /*(*)dr_S 52 fS_ 

2n J 2 

- n 

n 


sen kx sen jx dx = 0. 


— ( a hOh + Phbh) + ~ + — ( a ¡t + Pí) 




Adicionando y sustrayendo la suma 




(«í + bl). 


tenemos: 


67. = — ^ f l (x) dx — (al + bl) + — (a 0 — o 0 )- + 

“ -.1 “ h = l 

+ i2 (a ' ,_a ‘ )2+(p,, “ ¿ " ,)l ' (i) 

*=i 

Los tres primeros térnjinos de csta suma no dependen de la 

elección de los coeficientes a 0 , a,.a„. p,, . . ., p„. Los demás 

sumandos 


~jj (°o — a o)~ + ( a * -• ***.)“ + (P* — 

*=i 

no son negativos. Su suma alcanza el valor mínimo (igual a cero), 
si ponemos a 0 = a 0 , a, = a„ . . ., a„ = a^, p, = ¿>„ . . ., p„ = 
= b n . Con talelección de los coeficientes a 0 , a„ . . ., a„, p„ . . ., p„ 
el polinomio trigonométrico 

n 

*+?, ( a h cos kx + p ft sen kx) 

*=i 

difiere en lo minimo de la función / ( x) en el sentido de que el desvío 
cuadrático ó’ es mínimo. 
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Queda demostrado, pues, el teorema. 

Entre todos los polinomios trigonométricos de n-ésimo orden el 
polinomio, cuyos coeficientes son los coeficientes de Fourier de la 
función f (x), da el menor desvío medio cuadrático de esta función. 
E1 valor del desvío cuadrático mínimo es igual a: 


*-=í 


-{ 2 (aí+6?) - 


( 2 ) 


Puesto que ó£ 0, para cualquier n tenemos: 


¿¡/■< 4 *>f+ 

— JI 


n 



(al + bl). 


Por consiguiente, la serie del segundo miembro converge, cuando 
n —*■ oo, y podemos escribir: 


1 j /* (x) dx > & + ^ (4 + bl). (3) 

-n 


Esta correlación se llama desigualdad de Bessel. 

Notemos sin demostración, que para toda función acotada 
y inonótona por trozos el desvío medio cuadrático obtenido por la 
sustitución de la función dada por n-ésima suma parcial de la serie 
de Fourier, tiende a cero cuando n -*■ oo, es dccir, ó* -► 0, cuando 
n -*■ oo. Pero, entonces de la fórmula (2) se deduce la igualdad 

oo n 

j + 2 (<z * + bl) = 7f Í ? (x) **' (3-) 

*■= 1 -n 


que se llama igualdad de Liapunóv. (Notemos que A. M. Liapunóv 
demostró esta igualdad incluso para una clase más amplia de funcio- 
nes que la clase analizada aquí). 

De lo demostrado se deduce que para la función que satisface 
a la igualdad de Liapuuóv (en particular, para toda función acotada, 
monótona por trozos), la serie de Fourier correspondiente da un 
desvío medio cuadrál.ico igual a cero. 

Observación. Establezcamos una propiedad de los cocficientes 
de Fourier que será necesaria en lo sucesivo. A1 principio, intro- 
duzcamos la definición. 

Una función f (x) se llama continua por trozos en el segmento 
[a, M, si tiene un número finito de puntos de discontinuidad de 
primera especie en este segmento (o es cóntinua en todos los puntos), 

Demostremos la siguiente afirmación. 
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Si la función ¡ (z) es conlinua por trozos en el segmento I —it, itl, 
sus coeficientes de Fourier tienden a cero, cuando n -* oo, es decir, 

lim a n = 0, linib„ = 0. (4) 

n-*f» n-** 

Demostración. Si la función f (x) es continua por trozos en el 
segmento | — n, n|, la función f 1 (x) también es continua por trozos 

n 

en este segmento. Entonces, J / 2 (x) dx existe y es un número 

-n 

finito*). En este caso, de la desigualdad de Bessel (3) se deduce 

oo 

que la serie $3 (a» + W) converge. Pero, si la serie converge, 
»1— 1 

entonces su término gencral tiende a cero, es decir, en el caso 
dado lím(a?,+ fcn) = 0. De ahí obtenemos directamente las igual- 

dades (4). Pues, para una función acotada y continua por trozos 
son válidas las igualdades 

n n 

lim J / (x) cos nx dx = 0, lím J / (x) sennx dx = 0. 

n —jx 

Si la función / (x) es periódica de período 2n. podemos escribir 
las últirnas igualdades de modo siguiente (para cualquier a ): 
n+2n a+2n 

lím J / (x) cos nx dx = 0; lím J / (z) sen nx dx = 0. 

n-*«> a a 

Notemos que estas igualdadcs quedan en vigor, si integramos en 
un intervalo cualquiera |a, 6|, es decir, las integrales 

b b 

J / ( x) cos nxdx y J / (ar) sen nx dx 

a a 

tienden a cero, al aumontar n indefinidamente, si / (,r) es una función 
acotada y continua por trozos. 

En efecto, para precisar las ideas, suponiendo que b — a < 2n, 
analicemos una función auxiliar <p (x) de período 2n, definida de 
modo siguiente: 

<p (x) = / (x), cuando a ^ x ^ b, 
ip (x) = 0, cuando b < x ^ a + 2n. 

Entonces: 

b a+Zn 

$ f(x)cosnxdx = $ cp (x) cos nx dx y 

a a 

b a+2n 

J / (x) sen nx dx = J <p (x) sen nx dx. 

_ a a 

•) Esta integral podemos representarla como la suma de integrales defini- 
dasde las funciones continuas portramos en que se divideel segmento (—n, a|. 
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Puesto que (p ( x) es una función acotada y continua por trozos, 
las integrales de los segundos miembros tienden a cero, cuando 
n -*- oo. Por consiguiente, las integrales de los primeros miembros 
también tienden a cero. De este modo, la afirmación es demostrada, 
es decir, 

b b 

l* m l } (x) cos nx dx = 0; lím ]¡ f (x) sen nx dx = 0 (5) 

;i -*<x> a n-*« a 

para cualesquiera que sean los números a y b y la función / (x), 
continua por trozos y acotada en el segmento [a, b 1. 


§ 8. INTEGRAL ÜE DIRICHLET 

Eu este párrafo deduzcamos una fórmula que expresa la n-ésima 
suma parcial de una serie de Fourier inediante cierta integral. 
Necesitaremos de esta fórmula en los párrafos siguientes. 

Examinemos la n-ésima suma parcial dc una serie de Fourier 
para la función periódica / (x) de perindo 2n: 

(-r) = “.} + (a, t cns kx + b h sen kx). 

donde 



.1 

^ / (t) cos kt dt, 

— 7» 


li h = ^ / ( t) sen kt dl. 

— Jt 


Iiilroduciendo cstas expresiones en la fórmula para s„ (.r), oblenemos: 


n 

*n (*) = ^ j fWdt -f 

— n 


n n 7i 

+ 2 \ HQcosktdt + ^ j f(t) sen kt dt . 

* = l —n - ji 

o iutrodiiciendo cos kx y sen kx bajo el signo de la iutegral (lo que 
es posible, puesto que cos kx y sen kx no dependen de la variable 
de integración, y por consiguicnte, puedeii considerarse como cons- 
tantes), obtenemos: 


n 

= f \ f(t)dt + 
¿n J 

— 7« 



/ (/) cos kx cos kt dt + 


í 


/ (<) sen kx sen kt dt 






348 


Series de Fourier 


Sacando ahora 1/n fuera de los paréntesis y sustituyendo la snma 
de integrales por la integral de la suma, tenemos: 

» ” . 

s„(x) = -i j {^p~ + ^ [/ (0 cos kx cos kt + f (t) sen kx sen /r*l| dt, 


Sft (x) = “ j*/(t) ^ (cos kt cos kx + sen kt sen kx) j dt = 

—n fc«=l 

n n 

"■H - J /(í) [T + 2 COsA(t—(1) 

—n *=■» 

Transformemos la expresión comprendida entre los corcheles. Sea: 
o„ (z) = -|- + cos 2 -f cos 2z + ... + cos nz; 

entonces: 

2o„ (z) cos z = cos z + 2 cos z cos z + 2 cos z cos 2z + ... 

... + 2 cos z cos nz = cos z + (1 + cos 2z) + 

+ (cosz + cos3z)+(cos2z + cos4z)+ ... 

... + [cos(n — 1) z + cos (n+ 1) z) = 1 +2cosz + 

+ 2 cos2z + ... + 2cos(n—l)z + cosnz + cos(n + l)z 
ó 2o„ (z) cos z = 2o„ (z) —cos nz + cos(n + 1) z, 

cos nz — cos(n+ l)z 


o„(z) = - 


2(1—cosz) 


Pero: 


cosnz —cos(n + l)z = 2sen(2n + lj-j sen -^- 


1 — cos z = 2 sen* • 


Por consiguiente, 


o„ (z) = 


sen (2n+ l)-^ 

2 sen \ 
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De este modo, se puede escribir la igualdad (1) en la forma: 


sen(2n+l) 

/(«>-:- dt. 


2sen 


t—x 


Puesto que el integrando es periódico (de período 2n), la integral 
conserva su valor en cualquier segmento de integración de longitud 
2 n. Por eso podemos escribir: 


sen(2n +1) ■ - - » * ■ 

---— dt. 

2 361 LJL 

Introduzcamos una variable nueva a, poniendo t — x = a, 
t~x + a. Obtendremos, pues, la fórmula: 

2 sen (2n+ 1) 

*n (*) = — \ /(* + “)-“- da - ( 2 ) 

-x 2 sen -y 

La integral del segundo miembro se llama integral de Dirichlet. 

Pongamos en esta fórmula /(i) = 1, entonces; — 2, a», = 0, 
b k = 0 cuando A>0; por consiguiente, s„(x) = 1 para cualquier n, 
y obtenemos la identidad: 


x+n 

*»(*)“ 4 j /(í) 

x-n 


a 


, f sen(2«+l) T 

1= ir j--— 


286,1 T 


( 3 ) 


que será necesaria a continuación. 


g 9. CONVERGENCIA DE LA SERIE DE FOURIER 
EN L’N PL'NTO DADO 

Supongamos que la función f (x) es continua por trozos en el 
segmento (— n, rt). 

Multiplicando ambos miembros dc la identidad (3) del párrafo 
anterior por f (x) e introduciendo f (x) bajo el signo de la integral, 
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obtenemos la igualdad: 

1 sen (2n + 1) j 

/(*) = - \ /(*)- 

-« 2scn|^ 

Sustrayamos, miembro a miembro, esta igualdad de la igualdad (2) 
dci párrafo anterior y obtenemos: 

5 sen(2rt+l)|- 

S«W-/W = - \ (/(*+«)-/(*)]--- 

-« 2sen — 

De esto modo, la convergencia de la serie de Fourier al valor do la 
función / ( x) en el punto dado depende dc la convergencia hacia 
cero de la integral del segundo miembro, cuando n —oo. 
Dividamos la última integral en dos integrales: 

1 f cos J 

s n (x)-f(x)=- \ [f (X + a.) - f (x)] -sen na da + 

n J „ a 

— n ^ Sen J 


n 

+ -— | (/(* + «*) —/(*)] cosnada, 

- n 

utilizando la fórmula sen (2n +1) = sen no cos + cos na sen -^-. 

Dividamos la primera integral del segundo miembro de la última 
igualdad, en tres integrales: 


Sn (*) 


a 

1 f cos Y 

-f(x) = - \ [f ( X + a.) - f (x)] -senna da + 

n J « 


2sen| 



a) — f (*)1 



2 



sen na da 4- 
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a 

casj 

a) — / (x)]-sen na da + 


+ | l/(* + «) — /(*)]-£ cosmxda. 

— jt 

Pongamos: 

a,,(a)- » J + a) - /w . 

2 

Como / (x) es una fnnción acolada y continna por trozos, <I>, (a) 
tainbién es una función de a. periódica, acotada y continua por trozos. 
Por consiguiente, la última integral del segundo miembro tiende 
a cero cuando n —*■ oo, pucsto que es coeficiente de Fourier de esta 
funciún. La función 


a 

cos j 

(f), (a) = |/ (z + a) — / (x)]-— 

2 sen 

es acotada cuando — n < « < — ó y 6 < a < n, además: 


|cl> 2 (a)|< \M + M |-, 

2 scn-| 

donde M es el límite superior de la inagnitud | / \x) |. Además, 
la función O, (a) es también continua por trozos. Por consiguiente, 
en virtud de ias fórmulas (5) del § 7, las integrales segunda y tercera 
tienden a cero. cuando n-*■ oo. 

De este modo, se puede escribir: 


lín> 


a 

. f COS^- 

bn (i) —/(•>•)] — lím — 1 [t(x + a) — /(j-)]--sennac/a. (1) 

n-» n J a 


a 

2sen j 


La integración en la e.xpresión del segundo miembro se efectúa 
en el intervalo — ó < a < ó; por consiguiente, la inlegral depende 
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del valor de la función /(x) solamente en el intervalo comprendido 
entre x — Ó y z + 6. De este modo, de Ja última igualdad se deduce 
una proposición importante: la convergencia de la serie de Fourier 
en el punto dado x depende solamente del comportamiento de la función 
j (x) en la vecindad, por pequeña que sea, de este punto. 

En esto consisle así llamado principio de localización durante 
el estudio de las series de Fourier. Si dos funciones f¡ ( x) y / 2 (x) 
coinciden en la vecindad de cierto punto x, entonces sus series de Fourier 
convergen o divergen simultáneamente en el punto dado. 

8 10. ALGUNAS CONDICIONES SUFICIENTES 
PARA LA CONVERGENCIA DE UNA SERIE DE FOURIER 

En eJ párraf o anterior hemos mostrado que si uua lunción f(x) 
cs continua por trozos en el segmento [ — Jt, n), la convergencia 
de su serie de Fourier en el punto dado x 0 al valor de la función /(x 0 ) 
depende del comportamienlo de Ja tunción en cierta vecindad arbi- 
trariamente pequeña [x 0 —ó, x 0 -f-ól de centro en el punto x 0 . 

Demostremos, ahora, que si la funcióu / (x) en la vecindad x 0 
es taJ que existen los límites finitos 

Hm A„ ( 1 ) 

O-.-0 ct 

= (2) 

O -.+0 « 

y en el mismo punto x 0 la función es continua (fig. 370), entonces*) 
la serie de Fourier converge en este punto al valor correspondiente 
de la función /(x). 

Demostración. Examinemos la función ®j (a) determinada 
en el párrafo anterior: 


a 

cos '2" 

<I>t(a) = lf(xo + a) — f(xo)l -—; 

2sen 

puesto que la función f (x) es continua por trozos en el segmento 
[—ji, Jtj y continua en el punto xo, entonces es continua en cierta 


*) Si se cumplen las condiciones (1) y (2), se dice que la función / ( x) tieno 
en el punto x una derivada a la derecha y una derivada a la izquierda. En la 
fig. 370 está representada una función donde k¡ = tg (p,. k 2 ^l¿ f 2 , k¡ =¡fe k 2 . 
Si *i = itj, es decir, si las derivadas a la derecha ya ia izquieraa soa igtiales, 
la función es derivable en el punto dado. 
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vecindad lx<¡ — 6. z 0 4 - 6] del punto xo- Por eso la función (J) 2 (a) 
es continua en todos los puntos donde a += 0, y | a | ^ ó. Cuando 
a = 0, la función 0 2 (a) no está definida. 



Hallemos los límites lím 0 2 (a) y lím 0 2 (a), utilizando las 
«-•0-0 a-»o+o 

condiciones (1) y (2): 


Iím 0 2 (a) = 

a-* 0-0 


lim [/(xo + a) — /(x 0 )] 
a— 0-0 


e ° s | 

2 senf 


= lím 
a—o-o 


f(x 0 + a)-f(x q) 


a 

2 


a 


sen 2 


COS T 
a ¿ 


= i ím /(* + «)-/(*) lím _2 


a 


a-* 0—0 


sen 


— lím cos = A,-l l = k t . 
a a-*o—o 


De este modo, si determinamos adicionalmente la función 
0 2 (a) poniendo 0 2 (0) = k t , ésta será continua en el segmento 
1—6. 01, y por consiguiente, también acotada. De modo anólogo 
demostremos que 

lím 0 2 (a) = & 2 . 
a-* 0+0 

P°r consiguiente, la función 0 2 (a) es acotada y continua en 
el segmento [0. ó). Por lo tanto, en el intervalo [—6, ól la función 
0 2 (a) es acotada y continua por trozos. Regresemos ahora a la igual- 

23-536 
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dad (1) § 9 (desigiiando .r por r 0 ) 


6 

lím [s n (x 0 ) — /(x 0 )J = lim i [ (/(x„ + a) — /(x 0 )J 

n-*oo n — «j Jl J 


a 

COS T 


sen na da 


¿ sen 


ó 

A 

lím [s(x 0 ) —/(x 0 )J= lím — ( <I> : (a)sen«ada. 

n—oo n —“ 11 J 

-S 

Basándonos en las fónnulas (5) del § 7, deducimos que el límite 
del segundo miembro es igual a cero, por eso 


iím |s n (x 0 ) —/(x 0 )J = O 

n-*~ 

ó 


li m s„ (x 0 ) = / (x 0 ). 

n—oo 

E1 teorema queda así demostrado. 

La diferenci a entrc el teoreina dcmoslrado y el t eorcma formu- 
lado en el § 1 consisto en lo siguiente: como sabemos en ol teorema 
del § 1 para la convergencia de la scrie de Fourier cn el punto x 0 
bacia el valor de la fnnción / (x) es necesario cumplir la condición de 
que x 0 sea un punto de continuidad en el segmento I—Ji, n| y la 
función sea monótona por trozos; en el teorema reción dcmostrado 
es necesario que la función sea continna en el punto x 0 y quo se 
cumplan las condiciones (1) y (2), mienlras la función sea continua 
por trozos y acotada en todo el intcrvalo I—n, n|. Es evidente que 
estas condiciones son diferentes. 


Observación 1. Si una función continua por trozos es derivable 
en el punto x 0 , es evidente, que se cumplen las condiciones (1) y (2). 
Con ello, k¡ = fr 2 . For consiguiente, en los puntos, donde la función 
/ (x) es derivable, la serie de Fourier converge hacia el valor de la 
función en el purito correspondiente. 

Observación 2. 1°. La función examinada en el ejemplo 2 § 2 
(fig. 358), satisface a las condiciones (1) y (2) en los puntos 
0, ±2n, ±4n, . . . En todos los demás puntos esta función esderi- 
vable. Por consiguiente, la serie de Fourier de esta función converge 
en cada punto hacia el valor de dicha función. 

2°. La función examinada en el ejemplo 4 § 2 (fig. 361), satisface 
a las condiciones (1) y (2) en los puntos ±n, ±3n, ±5n. En todos 
estos puntos esta función es derivable y se representa por una serie 
de Fourier en cada punto. 
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3°. La función examinada en el ejemplo 1 § 2 (fig. 357) es dis- 
continua en los puntos ±3n, ±5n. En todos los demás puntos 
esta función es derivable. Por consiguiente, en todos los puntos, 
excepto los puntos de discontinuidad, la serie de Fourier, que 
le corresponde, converge hacia el valor de la función en los puntos 
correspondientes. En los puntos de discontinuidad la suma de la 
serie de Fourier es igual al medio aritmético de los valores límites 
de la función a la derecha y a la izquierda, en el caso dado la suma 
es igual a cero. 


§11. ANALISIS ARMONICO PRACTICO 

La teoría del desarrollo de las funciones en series de Fourier 
se llama análisis armónico. Hagamos ahora algunas observaciones 
acerca del cálculo aproximado de los coeficientes de la serie de 
Fourier, es decir, respecto el análisis armónico práctico. 

Como es sabido, los coeficientes de Fourier de la función / ( x) 
de período 2n se determinan por las fórmulas 


a o= ^ j f(x)dx\ a h = -i- j f(x)coskxdx\ 

— n —n 

n 

b h = ^ ^ / (x) sen kx dx. 


En muchos casos de la práctica la función / (i) se da o bien en forma 
de tabla (cuando la dependencia funcional se obtiene como el resul- 
tado de un experimento), o bien en forma de una curva trazada por 
cierto aparato. En estos casos el cálculo de los coeficientes de Fourier 
se realiza mediante los métodos aproximados de integración (véase 
§ 8, cap. XI, tomo I). 

Analicemos el intervalo — n ^ x < n de longitud 2 n. Se puede 
lograrlo con la elección correspondiente de la escala en el eje Ox. 

Dividamos el intervalo I—n, n| en n partes iguales por los puntos 

x 0 = — rc, x 2 , = n. 


En este caso la longitud de un segmento parcial será igual a 



n 


Designemos los valores de la función / (i) en los puntos x 0 , x u 
x 2 , .... x n , respectivamente, por 


Vo. yi, !/ 2 , • • y n - 


23 » 
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Determinamos cstos valores o bien por la tabla, o bien por la gráfica 
de la función dada, midiendo Ias ordenadas correspondientes. 

Entonces, utilizando, por ejemplo, la fórmula de rectángulos 
(véase la fórmula (1) § 8, cap. XI, tomo I), determinamos los coefi- 
cientes de Fourier: 

2 yi ’ bk== Í 2 y,senfcE ' - 

f^i ¡-i i- 1 

Existen esquemas elaborados para simplificar ol cálculo de los 
coeficientes de Fourier. No podemos detenernos aquí en los detalles, 
pero notemos que existen aparatos (así llamados analizadores 
armónicos) que según la gráfica de la función dada, permiten cal- 
cular los valores aproximados de los coeficientes de Fourier. 

§ 12. INTEGRAL DE FOÜRIER 

Sea la función / (a:) definida en el intervalo infinito (—oo, oo) 
y absolutamente integrable en éste, es decir, existe la integral 


S \í(x)\dx=Q. 


(1) 


Sea tarabién la función / (x) tal, que se desarrolla en una serie 
dc Fourier en todo intervalo (— l, +1): 


donde 


.. , a o , kn . , kn 

/ (*) = y + fliiCoa —j + b¡, sen —x. 

h = i 


( 2 ) 






kn 


f (t) seny dt. (3) 


/(í)COSy tdt, 

-i -i 

Poniendo en la serie (2) las expresiones de los coeficientes o* y b 
de las fórmulas (3), se puede escribir: 




/(*)=y-j/(o^ + -y 2 (í /(í)cos y ídí ) C0S T ; 

-i -i 

i i 

Q / (í) sen y t d¿) sen ~ x = j f (t) dt + 

-i -i 

°° i 

1 f ... f" kn kn kn kn 1 , 

— - / ^ J f(t) | cosy tcos — x—(- sen y íseny a:J al 


+ 
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/(*) 


-írS 


f(t) cos kn J) dt. (4) 


-( d—i -í 

Analicemos el problema de qué forma tome el desarrollo (4) durante 
el paso al límite, cuando l —*- oo. 

Introduzcamos las síguientes designaciones: 


n 2n 

a, = l’ 


kn 

ak = l’ 


n 


y Aa k = —. 


Sustituyéndolas en (4), obtenemos: 


/(*)=-£f j /(*)* +“2 (í Act ‘ 


(5) 


( 6 ) 


Guando Z ->• oo, el primer término del segundo miembro tiende a cero. 
En efecto. 


I l OD 

4-í /(I,d, h^rí' /<0|dí ^4- í 

-I -I -oc 


|/(í)|dí = -l-C>-0. 

CtL 


Para cualquier l fijado la expresión entre paréntesis as una fun- 

ción de a* (véanse las fórmulas (5)) que toma los valores desde ~ 

hasta oo. Indiquemos sin demostración que si la función / ( x) es 
monótona por trozos en cada intervalo finito, acotada en el intervalo 
infinito y satisface a la condición (1), entonces, cuando l-t-oo, 
la fórmula (6) toma la forma: 

oo oo 

/(*) = -^- j /(f)cosa(f — ar)dí)da. (7) 

0 -■» 

La expresión del segundo miembro se ilama integral de Fourier para 
la función / (x). La igualdad (7) tiene lugar para todos los puntos 
donde la función es continua. En los puutos de discontinuidad se 
cnmple la igualdad 


í ( I fWzosv-l! — *) dí ) 


dx 


/(*+ 0 )+/(*- 0 ) 


(7') 


Transformemos la integral del segundo miembro de la igualdad 
(7), desarrollando la expresión cos a (í — *): 

cos a (t — *) = cos at cos ax + sen aí sen ax. 
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Poniendo esta expresión en la fórmula (7) y sacando cos ai y sen ax 
fuera de los signos de integrales, en las que integramos respecto a la 
variable í, obtenemos: 

OO oo 

/ (/) cos at d/^ cos ax da + 

0 — oo 

oo oo 

í ( í f ( l ) sen at scn ax d**" (fc) 

0 -OO 

Cada una de las integrales respecto a /, que se hallan entre parónte- 
sis, existe, puesto que la función / (<) es absolutamente integrable 
en el intervalo (— co, oo), y por consiguiente, son absolutamente 
integrables también las funciones / (í) cos at y f (/) sen at. 
Examinemos los casos particulares de la fórmula (8). 

1. Sea f (x) par. En este caso / (/) cos at es una función par 
y / (/) sen at es impar y obtenemos: 

oo oo 

5 / (0 cos atdt = 2 $ / (t) cos at dt, 

-eo 0 

oo 

J / (/) sen at dt = 0. 

— 00 

En este caso la fórmula (8) toma la forma: 


oo cv 

>-m 


f (/) cos at dt I cos ax da. 


2. Sea / (x) impar. Analizando el carácter de las integrales en la 
fórmula (8), en este caso, obtenemos: 

oo oo 

J ^ ^ / (/) sen al dt^ sen ax da. (10) 

0 0 

Si la función / (x) esta definida sólo en el intervalo (0, oo), pode- 
mos representarla, para x > 0, tanto por la fórmula (9), como por 
(10). En el primer caso la definimos adicionalmente en el intervalo 
( — oo, 0) de modo par, y en el segundo caso, de modo impar. 

Notemos una vez más que en los puntos de discontinuidad, en 
vez de la expresión / (x) en los primeros miembros de las igualdades 
(9) y (10) conviene escribir la expresión 

/(x + 0)+/(x-0) 

2 
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Regresemos a la fórmula (8). Las iiltegrales comprendidas entre 
paréntesis son funciones de a. Introduzcamos las designaciones: 

oc 

A (a) = | / (í) cos cti dt. 


oo 

B( a) = i- | / (f) sen aí dt. 

— ao 

Entonces, podemos escribir la fórmula (8) así: 

oo 

f(x) = j" [A (a)cosax+ B (á) sen txx]da. (tl) 

o 

Se dice que la fórmula (11) da el desarrollo de la función / (x) cu 
armónicas con frecuencia a que varía continuamente desde 0 hasta 
oo. La ley de distribución de las amplitudes y de las fases iniciales 
en función de la frecuencia a es expresada mediante las funciones 
A (a) y B (a). Regresemos a la fórmula (9). Pongamos: 


F(a) = 



/ (/) cos at dt, 


o 

entonces, la fórmula (9) toma la fórma: 


( 12 ) 


/(*) = 



F (a) cos ax da. 


<lá) 


0 

La función F (a) se Ilama transformación coseno de Fourier para la 
función / (a:). 

S¡ en la igualdad (12) consideramos F (a) como una función dada 
y / (f), como desconocida, entonces esta igualdad es la ecuación 
integral para la función / (í). La fórmula (13) da la solución de esta 
ecuación. 

Basándonos en la fórmula (10) podemos escribir las siguientes 
igualdades: 


(I) (cc) = ^ f(t) sen o.l dl 9 

ú 

(14) 

/— w 

/ ( x) = y l <D (oO sen ax da- 

(15) 


o 

La función O (a) se llama transformación seno de Fourier. 
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Ejemplo. Sea 


/(*) = e -»* (&> 0 . *> 0 ). 


Según la fórmula (12) deterrainamos la transíormación coseno de 
Fourier: 


tS £ fM cosc = 


P* + a> • 


Sogún la fórmula (14) doterminamos la transformación seno de Fourier: 

0 <a)= t l e ~ ei 300 a,dt - Y\ ftií* • 

0 

Según las fórmulas (13) y (15) ballamos las correlaciones raútuas: 


2. 


■ áa — e~^ x (*>0), 


2p P coí 

n P* + ai 

0 


§ 13. INTEGRAL DE FOURIER EN FORMA COMPLEJA 

Si on la integral de Fourier (fórmula (7) § 12) está entre parón- 
tcsis la función par de a, por consiguiente, ésta está definida tam- 
bién para los valores negativos de a. De esto se deduce que podemos 
escribir la fórmula (7) en la forma: 


/ (*> = 2ji í (1 / ^ C ° S “ (í _ ^ <la ' 


( 1 ) 


Examinemos ahora la siguiente expresión que es idénticamente 
igual a cero: 

M oo 

3 ( S / (<) sen a (t — i) dt) da = 0. 

- M -oo 

La oxpresión del primer miembro es idénticamente igual a cero, 
puesto que la función de a entre paréntesis es una función impar 
y la integral de una función impar dentro de los límites de — M 
a +M es igual a cero. Es evidente que 

M CO 

lím ! / (í) sen a (t — x) dt) da = 0 

.Vf--oo — M -oo 

Ó 

oo oo 

í ( i /(t)sena(í— x) di)da = Q. 

— oo —oo 


( 2 ) 
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Observación. Aquí es necesario explicar la siguiente circuns- 
tancia. Una integral convergente con límites infinitos se deter- 
mina asi: 

oo c 00 

l q>(a)da— J qi (a) da -J- )¡ (p (a) da = 

— OO — OO C 

e M 

= lim 5 <p(a)da+ lím J ip(a)da (*) 

Af — 00 — Af M-» c 

a condición de que exista cada uno de los límites del segundo miem- 
bro (véase § 7, cap. XI, tomo I). Pero, en la igualdad (2) hemos 
escrito: 

oo Af 

J q>(a)da= lim i’ <p(a) da. (**) 

-00 Af— 00-M 

Es evidente que puede ocurrir que el limite (**) existe, pero no 
existen los límites del segundo miembro de la igualdad (*). La 
expresión del segundo miembro de la igualdad (**), se llama valor 
principal de la integral. Pucs, en la igualdad (2) se estudia el valor 
principal de la integral impropia (exterior). En el mismo sentido 
serán escritas también las integrales posteriores de esto párrafo. 

A1 multiplicar los términos de la igualdad (2) por r ,‘- y sumar 
con los miembros correspondientes de la igualdad (1), obtenemos: 


'-¿ítí 


/ (í) (cos a (t — x) -f- ¿ sen 


a(t — x)) dt J , 


cc 00 

/w= ¿ í [í /í í)e ' a “" x,di ] da - (3) 

— 00 —00 

Esta es precisamente la integral de Fourier en forma compleja. 
Podemos escribir la fórmula (3) en la forma siguiente: 

00 ct> 

f(x) = 4 = f ( 4 = f f(t)e ,at dt)e~ la *da. 

V2n J V ‘V2n J ' 

— 00 —0C 1 

En virtud de la última igualdad, tenemos: 


ao 


F' (a) = —4= 

f i(t)e ia, dt , 

(4) 

V2n 

J 

- oo 


! (x) = 4= 
V2.n 

^ F'(a)é~ ,ax da. 

(5) 
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La íunción F+ (a), determinada por la fórmula (4), se llama 
Iransformación de Fourier para la función f (x). La función / (x), 
determinada por la fórmula (5), se llama transformación inversa 
de Fourier para la función F* (a) (las transformaciones difieren 
por el signo de i). 


Ejercicios para el capítulo XVII 

1. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo (—n, n) la función 

/ (x) = 2 x para 0 x < n, 

/ (i) = x para —n < x < 0 . 

Hespuesta: 

1 2 / cos x cos 3x , cos 5x \ / sen x sen 2 x sen 3r \ 

7 n ñ {-ii- + -3Í- r -S*- + - ■ ) \— -2 3-•••]• 

2 . Utilizando el desarrollo de la función /(x) = l en <1 intervalo ( 0 , n) 
en senos de arcos múltiples, calcular la suma de la serie 1 --j + -g-—■ • • 

fíespuesta: -^-. 

3. Aplicando el desarrollo en una serie de Fourier do 'i función /(x) = xS, 

calcular la suma de la ser.e -jj —-£¡-+ - 35 —-^j-+... 

o n 1 

fíespuesta: . 

4. Desarrollar la función / (x) = —- -j- en una serie de Fourier on el 

intervaio ( —n, n). 
fíespuesta: 

cos 2x cos 3x cos 4x 

cos ,-p —35 -*-+••• 

5. Desarroliar en una serie de Fourier en el intervalo ( —n, n) la función 

/(*)=— ~ par® —n<x<0, 

/(*) = -j(n —x) para 0 <x<n. 

fíespuesta: 

senx-f-|-sen2x + -i-sen 3x+... 

6 . Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo ( —n, n) la función 

/(*)=—* Para — n<x<0, 

/ (x) = 0 para 0 <x<n. 

fíespuesta: 

oo oo 

n 2-^1 cos ( 2 /» + l)x -r. sennx 

4 n ( 2 n + l)* Zj ' n ’ 

m=0 n = l 
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7. Desarrollar en una serie de Fourier en el intervalo ( —n, rt) la función 
¡(x) = \ para —n<r-<0, 

/(x)= —2 para 0<z<n. 

fíespuesta: 

1 6 ^ sen(2n-í-l)* 

~T n 2j 2n + l 

n =U 


8 . Desarrollar la función /(r) = * 2 en el intervalo (0, n) en una serie 
de senos. 

Hespuesta: 

oo 

-§-2 { J ?- + ' á - 1(_1)n - 11 } 9ennr - 

n= 1 

9. Desarrollar la función y = cas2x en ol intervalo (0, n) en una serie 
de sonos. 

Respuesta: 

4 f sen * 3 sen 3* 5 sen 5* T 

n L2^—T ' 2 2 —3 2 + 2* —5* + ”‘J* 


10. Desarrollar la función y = sen* cn el intervalo (0, n) on una sorie de 
cosenos. 

fíespuesta: 


4 r 1 cos 2* cos 4* 

1T IT + T=V + T=V + 



11. Desarrollar en uua serio do Fourier la función 

(-/. I). 

Hespuesta: 


y=e x on el intervalo 


e' -e-‘ 
21 


+ He'-e-‘) 2 

n » 1 


(— 1)" cos ■ 


i 


, . anx 

( — l)"-'n son -y 


í 2 + « 2 n 2 


+*(e‘-c-‘) ^ - lt + nt¡l a 


12. Desarrollar la función /(*) = 2* en una serie do senos en el inter- 
valo (0, 1). 
fíespuesta: 


oo 

2 ^ cos 2nn* 
n 2j n 

n = l 

13. Desarrollar en una serie de senos la función /(*) = * en el inter- 
valo (0, I). 

fí espuesta: 


ir 2 ' 
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14. Desarioilar la función 

1 P® ra 0<r<l, 

/(*)-{ 2—z para 1<*<2 

el intervalo (0, 2): a) en una serie de senos: 

b) en una serie de cosenos; 

fíespuesta: 

sen < 2 " + 1) ^ 

a > S ( -1)n (2-. + 1)* 

n—0 


1 4 •ct cos (2n + l) nx 

b) 2 n* 2j (2n + l) s 

n —0 


CAPITULO XVIII 


ECUACIONES DE LA FISICA MATEMATICA 


§ 1. TIPOS FUNDAMENTALES DE LAS ECUACIONES 
DE LA FISICA MATEMATICA 

Se llaman ecuaciones fundamentales de la física matemática 
(para el caso de unas funciones de dos variables independientes) 
a las siguientes ecuaciones diferenciales con derivadas parciales 
de segundo orden. 

I. Eeuación de onda: 


tfu ^ tfu 

~W~ a 17' 


w 


A la necesidad de analizar esta ecuación conduce el examen de 
los procesos de vibraciones transversales do una cuerda, vibraciones 
longitudinales del vástago, oscilaciones eléctricas en un conductor, 
oscílaciones torsionales de un árbol, oscilaciones de un gas, etc. 
Esta ecuación es la más sencilla de tipo hiperbólico. 


II. Ecuación de conducción de calor o ecuación de Fourier: 


du _ 2 cPu 

dt ~ “ dS ' 


( 2 ) 


A la necesidad de analizar esta ecuación conduce el examen de 
los procesos de propagación de calor, filtración de líquido y gas en 
un medio poroso (por ejemplo, filtración de petróleo y gas en are- 
niscos subterráneos), algunos problemas de la teoría de probabili- 
dades, etc. Esta ecuación es la más sencilla de tipo parabólico. 


III. Ecuación de Laplace: 

ífu , ifu 
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1S1 examen de los problemas sobre campos eléctricos y magné- 
ticos, sobre el estado térmico estacionario, problemas de la bidro- 
dinámica, difusión, etc., plantea la necesidad de analizar esta 
ecuación. Esta ecuación es la más scncilla de tipo eliptico. 

En las ecuaciones (1), (2) y (3) la función desconocida u depende 
de dos variables. Se estudian también las ecuaciones correspondien- 
tes para unas funciones con rnayor número de variables. Así, la 
ecuación de onda eon tres variables independientes tiene la forma: 



la ecuación de conducción de calor con tres variables independientes 
tiene la forina: 



la ecuación de Laplace con tres variables independiente tiene la 
forma: 


tfü 

dx z 


<fu 

<>ir 


¿ru 

~df 


= 0 . 


(3') 


S 2. ECVACION OE OSCILACIONES DE VNA CVEHDA. 

FORMULACION DEL PROBLEMA. CON VALORES DE CONTORNO. 

ECUACIONES DE OSCILACIONES ELECTRICAS 
EN LOS CONDUCTORES 

En la física mateinática bojo e¡ término de cuerda sc entiendo 
un hilo flexible y elástico. Las tensiones que surgen en la cuerda en 
cualquier momento, están dirigidas por la tangente a su perfil. 
Supongamos que en el momento inicial la cuerda de longitud l está 
dirigida a lo largo del segmento del eje Ox desde 0 hasta l. Supon- 
gamos también que los extremos de la cuerda cstán fijados en los 
puntos * = 0 y x = l. Si desviamos la cuerda de su posición inicial 
y luego la dejamos en libertad, o bien, sin desviar la cuerda, si 
damos en el momento iniciai a sus puntos cierta velocidad, o si 
desviamos la cuerda y damos a sus puntos cierta velocidad enlonces 
los puntos de la cuerda comienzan a realizar unos movimientos y se 
dice que la cuerda comienza a vibrar. E1 problema consiste en la 
determinación de la forma de la cuerda en cualquier momento y en 
la determinación de la ley de movimiento de cada punto de la cuerda 
en función del tiempo. 

Analicemos pequeñas desviaciones de los puntos de la cuerda 
a partir de la posición inicial. Por tanto, se puede suponer que el 
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movimiento de los puntos de la cuerda se efectúa perpendicularmente 
al eje Ox y en un mismo plano. Bajo esta suposición el proceso de 
oscilación de la cuerda se describe por una función u (z, t), que da 
la magnitud de desplazamiento de un punto de la cuerda de abscisa x 
en el momenlo t (fig. 371). 

Puesto que examinamos pequeñas desviaciones de la cuerda 
en el plano (x, u), supongamos que la longitud del elemento de la 



Fig. 371 


cuerda — M¡M 2 es igual a su proyección sobre el eje Ox, o sea *), 
— M t M t = x 2 — x,. Supongamos también que la tensión es igual 
en todos los puntos de la cucrda; designemos esta tensión por T. 



Fig. 372 


Analicemos el elemento de la cuerda MM' (fig. 372). En los 
extremos de este elemento actúan las fuerzas T dirigidas por las 
tangentes a la cuerda. Supongamos que las tangentes forman con 
el eje Ox los ángulos q> y q> + Aqi. Entonces, la proyección sobre 
el eje Ou do las fuerzas que actúan sobre el elemento MM' será 
igual a 7’sen (q> + Aq>) — rsen q. Puesto que el ángulo q es peque- 


•) Esta suposición equivale al desprcciamiento de la magnitud u * en 
comparación con i. En ofecto, 

Xl XI XI 

— A/,A/ 2 = ^ V 1 + u* dx= ^ |l + ylll ■“•••) dz ** § dx = X 2 —X,. 

*1 *1 
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ño, podemos poner tg <p « sen tp, entonces tenemos: 

T sen (cp + Acp) — T sen tp « 

» r n ( T + 4») - r t g * = r _ 

L dx dx J 

= -. cfufx + e Hsx, t ) _ T tfujx, p) 
dr- í)r 


0 <0 <C 1 


(aquí hemos utilizado el teorema de Lagrange para la expresión 
comprendida cntre corchetes). 

Para obtener la ecuación del movimiento, hay que igualar Ias 
fuerzas exteriores, aplicadas al elemento, a la fuerza de inercia. 


Sea p la densidad lineal de la cuerda. Entonces la masa del elemento 

d 2 u 

de la cuerda será pAz. La aceleración del elemento es igual a — . 


Por consiguiente, según el principio de d'Alembert, tenemos: 


. ífu tfu 


Reduciendo por Ax y designando por — = a s , otenemos la ecuación 
del movimiento 


cTu 2 cfu 
dt? ~ a d¿ ‘ 


Esta es la ecuación de onda , o sea, ecuación de vibración de la cuerda. 
Para la determinación completa del movimiento de la cuerda la 
ecuación (1) es insuficfente. La función desconocida u ( x , t) debe 
satisfacer además a las condiciones de contorno que indican lo que 
se hace en los extremos de la cuerda (í = 0 y i = í), y a las con- 
díciones iniciales qoe describen el estado de la cuerda en el momento 
inicial (t = 0). E1 conjunto de las condiciones de contocno e inicia- 
les se llama condiciones con valores de contorno. 

Sean, por ejemplo, como hemos supuesto, fijos los extremos de 
la cuerda para x = 0 y x = /. Entonces, para todo t han de cum- 
plirse las igualdades: 

« (0, t) = 0, (2') 

u (Z, í) = 0. (2”) 

Estas igualdades son las condiciones de contorno para nuestro pro- 
blema. 
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En el momento inicial t = 0 la cuerda tiene una forma determi- 
nada que le hemoa atribuido. Sea esta forma determinada por la 
función / (x). De este modo, debe ser 


u(x, 0) = u|,«^=/(x). (3”) 

Luego, en el momento inicial hadeser dada la velocidad en cada 
punto de la cuerda que se determina por la función q> (x). De este 
modo, debe ser 


du 

dt i“0 


<p(x). 


0 ") 


Las condiciones (3') y (3*) son las condiciones iniciales. 

Observación. En particular, puede ser / (x) = 0 ó <p (x) = 0. 
Pero, si / (x) = 0 y <p (x) s= 0, entonces la cnerda está en reposo, 
por consiguiente, u (x, l) = 0. 

Como Íiemos indicado arriba, a la ecuación (1) conduce también 
el prohlcma de las oscilaciones eléctricas en los couductores. Demos- 
tremos esto. La corriente eléctrica en el conductor se caracteriza 
por la magnitud i (x. /) y la tensíón v (x, t) qne dependen de la coor- 
denada x del punto del conductor, y dol tiempo t. Examinando el 
eleinento del conductor Ax, podemos escribir que la caída do ten- 

sión en el elemento Ax es igual a v (x, /) — v (x 4 Ax, /)« ~ Ax. 

ax 

Esta caída de tensión se compone de la óhmica, igual a í!t Ax, e 
di 

inductiva, igual a-^ L Ax. 

Pues, 

-— Ax = iR Ax 4- LAx, (4) 

!)x dt 


dondo R y L son resistencia y coeficiente de autoinducción calcu- 
lados por una unidad de longitud del conductor. EI signo de menos 
se toma porque la corriente fluye en dirección inversa al incremento 
de u. Rcduciendo por Ax, obtenemos la ecuación 

T~ hiR+L lt =0 - (5 > 

Laego, la diferencia entre )a corriente que sale del elemento Ax 
y la corriente que entra en éste por el tiempo A/, será: 

i (x, /) — i (x 4- Ax, /) «-— AxA/. 

dx 


24-53S 
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Una parte de esta diferencia se gasta para cargar elemento y es 
igual a Chx~Al\ la otra parte se gasta en forraa de fuga a tra- 

vés de la suporíicie lateral del conductor debido a la iinperfecciún 
del aisiamiento y es igual a AvAxÁt (aquí, A es el coeficiente 
de fuga). Igualando estas espresjones y reduciendo por AxAt, obte- 
nemos la ecuación 

— + C— + Av = Q. (6) 

dx dt 


Las ecuaciones (5) y (6) suelen llaraarse ecuaciones telegráficas. 

Del sisteraa de ecuaciones (5) y (fi) se puede obtener I a ecuacióu 
quc contiene solamcnto la función desconocida i (x, t) y la ecuación 
que contiene solamente la función dosconocida v (x, t). Derivemos 
los términos de la ocuación (6) rjspecto a x y los términos de la 
ecuación (5), rcspecto a t, y muliipliquémoslos por C. Después 
dc la sustracción obtonenios: 


d\ 

dx z 


+ A -y- 



CI. 



l’oniendo en la última ccuación la expresión de |a ecuación (5), 
teneinos: 


^! + A (-iR - L-)-CR-—-CL^ r = 0 
0j? \ Ot ) d.z OC 


ó 

^~ = CL^-+(Cn + AL)~~+AHi. (7) 

De modo auálogo se obtiene la ecuación para )a delerminación 
de v (x, t): 

^-=.CL^ + (CR + AL)^ ¡ -+Aiiv. ( 8 ) 

dx dt dt 

Si se puede despreciar la fuga a travcs del aislamienlo (A = 0) 
y la resistencia (R = 0), las ecuaciones (7) y (8) pasan en las ecua- 
ciones de onda: 

2 jft__dh_ z d 2 v d 2 o 

a dx? ~ ot 2 ‘ a Ox 2 ~ 0t z ' 
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donde está designado: = Partiendo de las condiciones fisi- 


cas, se formulan las condiciones de contorno e iniciales del pro- 
blema. 


§ 3. SOLCCION DE LA ECUACION 
DE VIBRACIONES DE UNA CUERDA 
POR EL METODO DE SEPARACION 
DE LAS VARIABLES (METODO DE FOURIER) 

E1 método de separación de las variables (o método de Fourier) 
que examinemos ahora, es típico para la solución de numerosos 
problemas de la física matemática. Supongamos que se requiere 
bnllar la solución de la ecuación 


cPu 2 íPu 
dt z ~ ° dS ' 


( 1 ) 


que satisface a las condiciones con valores de contorno siguientes: 

R(0. 0 = 0, (2) 

0=0. (3) 

u(x, 0) = / (x), (4) 

du 


dt 


= <p(x). 


(5) 


Busquemos la solución particular de la ecuación (1) (quo no e 1 
igual idénticamente a cero) que satisface a los condiciones dc con- 
torno (2) y (3) en forma de un producto de dos funciones X (x) y T (t) 
de las cuales la primera depende solamente de x, y Ia segunda, sola- 
mento de t: 

u(x, 0 = X (x) T (t). (G) 

Poniendo en la ecuación (1), obtenemos: X (r) T" (t) = a ¡ X" (x) T (t) 
y, dividiendo los términos de la igualdad por a 2 Xl\ 


r _ x" 

a z T A' ‘ 


(7) 


En el primer niiembro do esta igualdad se encuentra la función 
que no depende do x, en el segundo, la función que no depcnde de t. 
La igualdad (7) se verifica sólo en el caso en quo los miembros 
primero y segundo no dependen ni de x, ni de t, es decir, son iguales 
a un número constante. Designémoslo por — X, donde X > 0 (luego 

24 * 
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examinemos tanibién el caso de X < 0). Pues, 



X. 


De estas igiialdades obtenemos dos ecuaciones: 

X' + XX = 0, (8) 

r + a*\T = 0. (9) 

Las soluciones gpncrales de estas ecuaciones snrán: (véase 
cap. XIII, § 21): 

X (x) — A cos VXr + B sen V\x. (10) 

T (x) =Ccos aV\t + D sen a Vkt, (11) 

donde A. B, C, D son constantes arbitrarias. 

Sustituyendo las expresiones X (x) y T (/) en la igualdad (0), 
obtenemos: 

u (x, í) = (A cos VXx + B sen VXx) (C cos a VXt + D sen u V\t). 
F.scojamos ahora las constantes A y B de modo que se cumpluu las 
condiciones (2) y (3). Pucsto que T (t) 0 (en caso contrnrio 

u (x, t) s 0 lo que contradice a la condición planteada) la función 
X (x) debe satisfaccr a las condiciones (2) y (3), cs decir, ha de ser 
X (0) = 0, X (l) — 0. Poniendo los valores x = 0 y x = l en la 
igualdad (10), en virtud de (2) y (3) obtenemos: 

0 = +l +/?0, 

0= A cos Vll + B sen Vkl = 0. 

Dc la primera ecuación hallainos que A — 0. De la segunda obte- 
nemos: 

B son Vkl — 0. 

B 0, puesto quc en caso contrario serí.t X bs 0 y u ss 0, lo que 
contradice a la condición. Por consiguieute, debe ser: 

sen Vkl — 0, 

de donde 


VX = y (i»= 1, 2. ...) 


( 12 ) 


(no tomamos el valor n = 0, puesto que en este caso serta X 
y u = 0). Pues, hemos oblenido 


X = B 


nn 

scn— x. 
L 


-= 0 


(13) 
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Los valores hallados de X se llaman propios para el problema dado 
con valores de contorno. Las funciones X ( x ), que les corresponden, 
se llaman funciories propias. 

Observación. Si tomamos en vez de — X la expresión + X = /c 2 , 
entonces la ecuación ( 8 ) adquiere la forrna: 

X" — k'X = 0 . 

La solución general de esta ecuación: 

X = Ae Ux + Be~ kx . 

La solución en semejante forma que difiere de cero no puede satis- 
fncer a las condiciones de contorno (2) y (3). 

Sabiondo |/X y aprovechando la igualdad (11) podemos escribir: 

T(t) = Ccos^t+Dsco-j^t (n= 1,2,...). (14) 

Para cada valor de n. por consiguiente, para cada X, ponemos 
lns expresiones (13) y (14) en la igualdad ( 6 ) y obtenemos la solu- 
ción de la ecuación ( 1 ) que satisíacc a las condiciones de contorno 
(2) y (3). Designemos cstn solución con u n (ar, t ): 

7 (n ann . . .. ann \ ... 

u„ (x, t) = sen —z^C„cos—— t + D„ sen—— IJ . (15) 

Para cada valor de n podemos tomar sus constantes C y D, y por eso 
escribimos C n y Z>„ (la constantc B está incluida en C n y D n ). Puesto 
que la ecuación ( 1 ) es lineal y homogénea, entonces la suma de solu- 
ciones tambiún es una solución, y por eso la función representada 
por la serie 

oo 

U (X, t)= S «n (*. t) 
n**l 

ó 

/ V (s* 07171 . , r» 07171 -I nn l A 

u (x, t) = cos —— 1 + D n sen —j- tj sen — x, (16) 

n«l 

también será la solución de la ecuación diferencial ( 1 ) que satisfa- 
cern a las condiciones de contomo (2) y (3). Es evidente, que la 
serie (16) será Ia solución de la ecuación (1) solamente en el caso 
tn que los coeficientes C n y D n son tales que esta serie converge 
y convergen las series que se obtienen después de la derivación doble 
término a término respecto a x y a t. 
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La solucióu (16) debe, adcmás, satisfacer a las condiciones ini- 
ciales (ó) y (5). Logremos esto, eligiendo las constantes C n y O n . 
Poniendo en la igualdad (16) t - 0, obtenemos (véase la condic.ón 

(4)): 

oc 

/ ( X) = ^ C„ sen ~x. (17) 

n — l 

Si la función / (a:) es tal que en el intervalo (Ü, I) podemos dcsai ro- 
llarla en la serie de Fourier (véase § 1, cap. XVII), entonces se cum- 
ple la condición (17), si ponemos 

i 

C„ = y j / (x) sen y x dx. (18) 

0 

Luego, derivamos los tcrminos de la igualdad (16) respecto a l y po- 
nemos t = 0. De la condición (5) se obtiene la igualdad 

oo 

/ V r» ann nn 

9W“ /j fl| T M T* 

n=»l 

Determinemos los coeficientes de Fourier de esta serie: 

i 

_ ann 2 f . . nn , 

D„ —= --j <f (x) sen — x dx 

0 

ó 

I 

D n — — f q> (x) sen ^xdx. (19) 

ann J l 

0 

Pues, hemos demostrado que s¡ la serie (16), donde los coefi- 
cientes C n y D n están detcrminados según las fórmulas (18) y (19), 
permite la derivación doble término a término, entonces, esta serie 
representa la función u (x, t) que es la solución de la ecuación (1) 
y satisface a las condiciones de contorno e inicialcs (2) — (5). 

Observación. A1 resolver el problema examinado para la ecua- 
ción de onda mediante otro procedimiento, se puede demostrar 
que la serie (16) representa la solución, también, en el caso eu que 
esta serie no permite la derivación término a término. Aquí, la 
función / (x) debe ser dos veces derivable y (p (x), una vez derivable. 
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§ 'i. ECUACION !)E PROPAGACION DEL CALOR EN UN VASTAGO. 

PLANTEO DEL PROBLEMA CON VALORES DE CONTORNO 

Examinemos uu vástago homogéneo de longitud l. Supongamos 
que la superficie lateral del vástago no conduce el calor y que la 
temperatura es igual en todos los puntos de Ia sección transversal 
del vástago. Estudiemos el proceso de difusión del calor en el 
vástago. 

Dispongamos el eje Ox de modo que un extremo del vástago 
coincida con el punto x = 0, y el otro, con el punto x = l (fig. 373). 


O x e i 

Fig. 373 


Sea u(x, t) la teinperatura en la sección de lvástago con abscisa x 
en el momento t. Experimentalmente está establecido que la velo- 
cidad de difusión del calor, es decir, la cantidad del calor que fluye 
a través de la sección de abscisa x por la unidad de tiempo, se dcter- 
mina por la fórmula: 


, du ., 

^~ k Fx S ' 


( 1 ) 


dondc ,S’ es el área de la sccción del vástago examinado y k es el 
coeficiente de conductibilidad térmica *). 

Analicemos uü elemento dei vástago comprcndido cntre las 
secciones de abscisas x, y x z (x- — Xi = Ax). La cantidad del calor 
quo pasa a través de la sección de abscisa X\, durante el tiempo A l 
os igual a: 


A 


S A/, 


( 2 ) 


lo mismo tiene lugar para la sección de abscisa x 2 : 


A<?2 = 



S&t. 

*“*I 


( 3 ) 


*) La velocidad da propagacióndel calor o volocidad del flujo lérmico se de- 
torrnina del modo siguiente: 



dondo A Q es la cantidad de calor que pasa por la sección S en el tiempo A t. 
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La afluencia del calor A Q¡ — A Q 2 en el elemento del vástago por 
el tiempo A< es igual a: 


- Aft,- [- L,., S '"] - [-'‘®| - 


a» AxAAí. 


(4) 


(Hemos aplicado el teorema de Lagrange para la diferencja 

du du I 

dx x _ Xl — Fx | I=X , 

Esta afluencia del calor por el tiempo A/ se gastó para elevar la 
temperatura del elemento del vástago en una magnitud A u: 

A(>| — A<? 2 = cfiAxSAu 
ó 


A Q, - A Q 2 


cpAxS ■- At, 

dt 


(5) 


donde c es la capacidad calorífica de la sustancia del vástago, p es 
la densidad de la sustancia del vástago (pAxS es la raasa del ele- 
mento del vástago). 

Igualando las expresiones (4) y (5) de la misma cantidad del 
calor AQ { — AQ¡, obtenemos: 

k—^r AxSAl = cp AxS - At 
di c* dt 


ó 

du _ k Fu 

dt cp dx? 

k 

Designado — = a s , obtenemos definitivamente: 
cp 

du _ ^ Fu 

~dt~ a üxF' 


(G) 


Esta es precisamente la ecuación de propagación del calor (ecuación 
de conducción del calor) en un vástago homogéneo. 

Para que sea bien determinada la solución de la ecuación (6), 
la función u (x, t) ha de satisfacer a Ias condiciones con valores de 
contorno que corresponden a las condiciones fisicas del problema. 
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Las condiciones con valores de contorno para resolver las ecuaciones 
(6) pueden ser diferentes. Las condiciones que corresponden al así 
llamado primer problema con valores de contomo para 0 ^ t ^ T, 
son siguientes: 


u (x, 0) = «p (x). 

(7) 

u (0, t) = (t). 

(8) 

U (l. t) = t|> 2 (t). 

(9) 


La condición (7) (condición inicial) físicamente corresponde al 
fenómeno siguiente: cuando t = 0, en diferentes secciones del vás- 
tago está dada la temperatura igual a (p (x). Las condiciones (8) 
y (9) (condiciones de contomo) corresponden a que en los extremos 
del vástago, para x=0 y x=l, se mantienen las temperaturas iguales 
8 'l’i (í) y ^|>2 (/), respectivamente. 

Se demuestra que la ecuación (6) tiene la única solución en el 
campo que satisface a las condiciones (7), 

(8), (9). 


§ 5. PROPAGACION DKL CALOR EN KL ESPACIO 

Examinemos el proceso de propagación del calor en el espacio tri- 
dimensional. Sea u (x, y, z, t) la temperatura en el punto de las 
coordenadas (x, y, z) en el momento t. Experimentalmente está 
establecido que la velocidad del flujo del calor a través del área 
As, es decir, la cantidad del calor que fluye por la unidad de tiempo, 
se determina por la fórmula (análoga a la fórmula (1) del párrafo 
anterior): . 

AQ=~ k ^As. ( 1 ) 

donde k es el coeficiente de conductibilidad térmica del medio 
examinado que consideramos homogéneo e isotrópico, n es el vector 
unitario dirigido por lanormal alárea As en sentido de movimiento 
del calor. En virtud del § 14 del cap. VIII, t. I, se puede escribir: 


Ou 

dn 


du Ou du 

-cosa + ^cosp+^cosv. 


donde cos a, cos p, cos y son cosenos directores del vector n, 


o 


l/t* , 

— = n grad u. 
an 

Poniendo la expresión en la fórmula (1) obtenemos: 


A Q = — kn grad uAs. 
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La cantidad del calor que fluye por el tiempo A t a través del área 
As es igual a 

iiQAt = —kn grad u AíAs. 

Regresemos al problema planteado al principio del pórrafo. 
En el medio considerado separemos un volumen pequeño F, limi- 
tado por la superficie S. La cantidad del calor que fluye a través 
de la superficie S será igual a 

Q = — Aí 5 S kn grad u ds, (2) 

s 

donde n es el vector unitario dirigido por la normal exterior a la su- 
perficie S. Es evidente que la fórmula (2) da la eantidad del calor que 
entra en el volumen V (o sale del volumen V') por el ticinpo Aí. 
La cantidad del calor que entra en el volumen V sirve para aumentar 
la temperatura de la sustancia de este volumen. 

Examinemos un volumen elemental Au. Supongamos que por el 
tiempo A t su temperatura haya aumentado en A u. Es cvidente que 
la cantidad del calor gastada para este aumento de la temperatura 
del elemcnlo Ai» es igual a 

cAvpAu -v c Arp-^- Aí, 
dt 


donde c es la capacidad calorífica de la sustancia, p es la deusidad. 
La cantidad total del calor gastada para cl aumento de la tompera- 
tura en el volumen V por el tiempo A t será 


A t 



Ou , 

cp- dv. 

dt 


Pero esto cs el calor que ha entrado en el volumen V por el tiempo 
Aí; está determinado por la fórmula (2). De este modo, tiene lugar 
la igualdad 


A/ ü kn grad u ás = At 111 cp -^- dv. 


Reduciendo por A/, ohteuemos: 


J J A»i grad u ds = J J J 


du , 

c p- dv. 

ot 


(3) 


Transformamos según la fórmula de Ostrogradski (véase § 8, 
cap. XV) la integral de superficie que se encuentra en el primer 
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miembro de esta igualdad, poniendo F = k grad u: 

\ \ (k grad u) n ds = $ J' $ div (k grad u) dv. 

8 v 

Sustituyendo la integral doble del primer miembro de la igualdad 
(3) por la integral triple, obtenomos: 



div (Argrad u) dv 




du 

cp- dv 

dt 


lií l^divíAgradu) — cp-^-J dv — ®. 


(4) 


Aplicando el teorema de la media para la integral triple del 
primer miembro (véase § 12, cap. XIV), tenemos: 


div (k grad u) — cp 1 =0, 

dt Jx=X|. »•"»!. I 


(5) 


donde el punto P ( x , y, z) es cierto punto del volumen V. 

Puesto que podemos separar un volumen arbitrario V en el 
espacio tridimensional donde se propaga el calor, y puesto que supon- 
gomos que el integrando en la igualdad (4) es continuo, entonces 
la igualdad (5) se cumpla en todo punto del espacio. Pues, 

cp-^-= div (fcgrad n). (6) 

dt 


Pero 


i j , du , . , du . , , du, 
kgradu^k-i + k-j + k^k 


(véase § 14, cap. VIII, tomo I) y 

iiv (* g,.d u) _ ¿ (i|) + 1 (i |) + | ( t |) 

(véase § 9, cap. XV). Poniendo en la ecuación (6), obtenemos: 

du d f.Óu) Ó (,du) 3 (,du) 

Cp dt dx \ Ox) dy \ dy) dz \ dz) ' 


( 7 ) 
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Si k es constante, entonces: 

div (k grad u) = k div (grad u) = k (— + ~ -f —í") , 

\di? dy 2 dz 2 J 

y la ecuación (6) en este caso nos da: 

du (cfiu éPu á 2 u\ 


o, poniendo — = a s , 
cp 


du _ 2 (i tfu d 2 n'\ 

dt \dt? dif dz z ) 


( 8 ) 


dfT 

La ecuación (8) se anota concisamente así: 

du «. 

■ -— a Au, 

dt 

donde Au=-|7T + "|jr + -^r es 0 * °P e rador de Lapínce. La ecua- 
ción (8) es precisatnente la ecuación de conduccián del calor en el 
cspacio. Para hallar su solución única que satisíace al problema 
planteado, hay que dar las condiciones con valores de contorno. 

Supongamos que tenemos un cuerpo Q cuya superficie es o. 
En este cuerpo se examina el proceso de propagación del cnlor. En el 
rnomento inicial la temperatura del cuerpo está dada, lo que co- 
rresponde a que es conocido el valor de la solución para t = 0, o soa, 
la condición iniciat: 

u ( x, y, z, 0) == ip (x, y, z). (9) 

Además, debe ser conocida la teinperatura en todo punto M de la 
superficie o del cuerpo eu cualquier momento de tiempo t, es decir, 
la condición de contomo: 


u (M , í)=1» (M, t). 


( 10 ) 


(Son posibles otras condiciones de contorno). 

Si lfe función desconocida u (x, y, z, t) no depende de z, lo que 
corresponde a que la temperatura no depende de z, oblenemos Ja 
ecuación: 

du j / íPu d 2 u\ 



Solucián del pnmcr problema con vaíores de contorno 


381 


es ilecir, la ecuación de propagación del calor en el plano. Si se 
analiza la propagación del calor en un dominio plano D con fron- 
tera C, entonces las condiciones de contorno, análogamonte a (9) y 
(10), se formulan de modo siguiente: 

u (x, y, 0) = <p (x, y), 
u (M, í) =tf (M, t ), 

donde (p y son funciones dadas, M es el punto de la frontera C. 
Si la función u no depende de z, ni de y, obtenemos la ecuación: 

du _ 2 c^u 

dt ~ di? 

que es la ecuación ds propagación del calor en un vástago. 

§ fi. SOLUCION DEL PIUMEtt PROBLEMA 
CON VALORES DE CONTORNO 
PARA I.A ECl'ACION I)E CONDLCCION DEL CAI.OR 
POR EL METODO DE DIFERENCIAS FINITAS 
Igual que on el caso de ecuaciones diferenciales ordinarias, al 
resolver las ecuacioues con derivadas parciales por el método de 


i 


(x(x.t) (xsh.t) 


O 


Fig. 374 

diforencias finitas, las derivadas se sustituyen por diferencias co- 
n-espondiontes (véase la fig. 374): 

du(x, t) ~ u(x + h, t) —u(x, t) 
dx h 

dhijx, t) ~ í_ f u (x + h, t) — u (x, t) u( x, t) — u (x - h, t) 

!)£■ ~ h L h h 

ó 

(?u(x. I ) _ u(x + h, t) — 2u (x, t) -f- u (x — h, t) 

i)3T ~ h 1 


( 2 ) 
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anúlogamente 


du (x, t) u (x, t + Z) — u (x, t) 


dt 


l 


( 3 ) 


E1 primer probleina con valores de contorno para la ecuación de 
conducción del calor se formula (véase el § 4) de modo siguiente. 
Se requiere hallar la solución de la ecuación: 


du _ ? 

íñi 

(4) 

at~ a 

las condicioues con 

dx? 

valores de contorno: 

u (x, 0) = «p (x). 

0 < x < L, 

(5) 

u (0, 0 = yf, (t). 

0 < t < T, 

(6) 

u (l, t) = 1 |) 2 (0. 

0< / < T, 

(7) 




es decir. se rcquiere hallar la solución u (x, t) en un rectángulo limi- 
tado por las recias t = 0, x = 0. x = L, t < T, si son dados los 

valores de uiia función desconoc da en 
sus tres lados: t = 0, x — 0, x ~ L 
(fig. 375). Cubramos nuestro dommio 
con una red formada por las rectas 

x — üi, i = 1,2,..., 
t « kl, k = 1, 2, . . 

y determinemos los valores aproxiina- 
dos de la solución en los nudos de la 
red, es decir, en los puntos de intor- 
sección de estas rectas. Introduzcamos 
las designaciones: u (ih, kl) = 

Escribimos en vez de la ecuación (4) otra ecuación que le correspon- 
de en forma de diferencias finitas para el punto (ih, kt). En virtud 
de las fórmulas (3) y (2) obtenemos. 









UM 


U'W 




es // 



Fíg. 315 


Ui, »+, —u , 4 „ 
l 

Determinemos U|,*+ j: 


:a 2 


“i+i, »i — 2u>. h 4- »i-i, h 

h 2 


u l. k+l = - U '" k ~W + k U ‘~ i¡ 


( 8 ) 


(9) 


De la fórmula (9) se deduce que si son conocidos tres valores en 
fc-ésima línea: Mi+í.ü. Ui-i,Si entonces se determina el valor 
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u ( , >,+i en la (A+l)-ésima línea. Sabemos ya todos los valores en 
la recta t — 0 (véase la fórmula (5)). Según la íórmula (9) determi- 
nemos los valores en todos los puntos interiores del segmento t — l. 
En virtud de las fórmulas (G) y (7) sabemos los valores en los puntos 
extremos de este segmento. De este modo, pasando de una línea 
a olra, determinemos los valores de la solución desconocida en todos 
los nudos de la red. 

Hemos demostrado que mediante la fórmula (9) se puede obtener 
el valor aproximado de la solución solamente en el caso en que 



(i.X't) 






(ñl.xj (M,h/ 
Fig. 876 


y no para la relación arbitraria de los pasos h y /. La fór- 

mula se simplifica especialmente, si el paso l por el eje t se eliga 
de rnodo que 


1 


2 arl 

H 2 


0 


I-* 


En este caso la ccuación (9) toma la íorrna: 

u l. fc+l = ~2 (“<+l. * + *)• 

Esta fórrnula es especiolmente cómoda para los cálculos (fip. 37G). 
Por el método indicado se determina la solución en los nudos de 
la red. Se puede obtener el valor de la solucion entre los uudos de 
la red, por ejemplo, mediante la extrapolación, trazando un plano 
a traves de cada trcs puntos en el espacio (x, t, u). La solución obte- 
nida mediante la fórmula (10) y extrapolada designemos por 
u h (x, t). Se demuestra que 

lím u h (x, l) = u (x, t), 
h-*o 





384 


Ecuaeiones de la física matcmática 


donde u (x, t) es la solución de nuestro problema. Es demostrado 
también que 

| u K (x, t) — u (x, t) | < Mh*, 
donde M es una constante que no depende de h. 


§ 7. PROPAGACION DEL CALOR EN UN VASTAGO ILIMITADO 


Sea dada una temperatura en el momento inicial en diferentes 
socciones de un vástago ilimitado. Es preciso determinar la distri- 
bución de la temporatura en el vástago en los momentos posteriores 
de tiempo. (Los problemas físicos se reducen al problema de propa- 
gación del calor en un vástago ilirnitado, cuando el vástago es tan 
largo que la temperatura en ios puntos interiores del mismo en los 
momentos examinados depende poco de las condiciones en los extre- 
mos Jel vástago). 

Si el vástago coincide con el cjc Ox, el problcma se expresa mnte- 
máticamente de modo.siguiente. Hallar la solncion de la ecuación 


du 2 
dt ói? 


( 1 ) 


en el dominio — c»<r<oo, í >• 0, la oue satisface a la condicióu 
iriicial 

u (x, 0) = «p (x). (2) 

Para hallar la solución apliquemos el mótodo de separación de 
variablcs (véase el § 3), es decir, busquemos la solución particular 
de la ecuación (l) en forma de un producto de dos funciones: 

u (x, t) = X (x) T (t). (3) 

Poniendo cn la ccuación (1), tencmos: X (x) T' (t) ~ a 2 X’ (x) T (t) o 


r x" 

a 2 T~ X 




(4) 


Ninguna de cstas relaciones puede depender de x, ni de í, por 
lo cual las igualamos a.la constantc *) — X a . De (4) obtenemos dos 
ecuaciones: 


r -f «Vr = 0, (5) 

X' + KX = 0. (6) 


•) Como, según el sentido del problema T ( t ) debe ser aeotada para cual- 
quier r, si tf (*) es acotada, entonces — ha de ser negativa. Por eso escribt- 


mos — X*. 
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Resolviéndolas, hallamos: 


X = A cos Xx -f- B sen \x. 

Poniendo en (3), obtenemos: 

u,.(x, t) = [A (X) cos Xx + B (X) sen 7.x] (7) 

(la constante C está incluida en A (X) y B (X)). 

Para cada valor de X obtenemos la solución de la forma (7). 
Para cada valor de X las constantes arbitrarias A y B tienen valores 
determinados. Por eso se puede considerar A y B como funciones 
de X. Lasuma de las soluciones de la forma (7) también es una solu- 
ción (debido a la linealidad de la ecuación (1)): 

2 [A (X) cos \x + B (X) sen X*|. 

Integrando la expresión (7) respecto al parámetro X en los límites 
deOaoo, también obtenemos la solución 


oo 

U (X, t) = J é- a "-' t [A (X) cos Xx + B (X) sen \x) d \. (8) 

o 

si A (X) y B (X) son tales que esta integral, su derivada respecto 
a t y la segunda derivada respecto a x existen y se obtienen mcdiante 
la derivación de la integral respecto aíyi. Escojamos A (X) y B (X) 
de modo que la solución u (x. t) satisfaga a la condición (2). Ponien- 
do en la igualdad (8) t = 0, en virtud de la condición (2) obte- 
nemos: 

OP 

u (x, 0) = tp (x) = J [A (X) cos Xz + B (X) sen Xz] dl. (9) 
o 

Supongamos que la función <p (x) es tal que puede ser representada 
por la integral de Fourier (véase § 12, cap. XVII): 


OC OO 


<p(z) = M(í <p (a) cos X (a - x) daj dk 

0 — oo 

OC tx> 

<p (z) = í[(í <p (a) cos Xa daj cos Xj + 

0 — oo 

fc 

+ ^ | q> (a) sen Xa da'j sen Xz J 


dX (10) 


25-536 
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Comparando los segundos miembros de (9) y (ÍO), obtenemos: 

oo 

A (X) = ^ q> (a) cos Xa da. 


B(X) 


oo 


( 11 ) 


.) sen Xa da. 


Sustituyendo las expresiones halladas de A (X) y B (X) en la fór- 
mula (8), tenemos: 

oo oo 

u(x t ^ ^ | • a X * | <P(ct)cosXacos kx + 

0 - oo 

+ no 

+ ^ ^ <p (a) sen Xa da J sen Xx j dX = 

— oo 

W» oo 

= ~ ^ e~ a ' x ' 1 £ ^ <p (a) (cos ka cos \x -f sen ka sen \x) daj d\ = 
o ~«» 

<'> oo 

= — | e -a ' x '' ^ | »p (a) cos X (a — x) daj dX 

U -CT' 

o, cambiando el orden de integración, obtenemos dofinitivamente: 

oo oo 

u(x, Í)=i- ^ j^tp(a) ^ ^ e~ an '' cos\(a — x) rfxj j da. (12) 


Esta es la solución del problema planteado. 

Transformemos la fórmula (12). Calculemos la integral entre 
paréntcsis: 


oo w 

\ e -0 '**' cos X (a — x) dX = —\ e -, ’cospzd 2 . 

J aVt J 

0 o 

La integral está transformada mediante las sustituciones: 

a — x 


aX Vt = z. 


iVf 


P- 


(13) 


(14) 
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Designemos: 

oo 

K(P)= J e~ ,, cos flzdz. 

0 

Derivando •), obtenemos: 

oo 

K' (P) = — J e~*‘ z sen p z dz. 
o 

Integrando por partes, hallamos: 

OD 

^'(P) = -|[í _ *'senPz]” — -| j e -, 'cosp zdz 

0 

o liien 

k' (P) = - -| a: (p). 

Integrando esta ecuación diferencial, obtenemos: 

K (P) = Ce~ 

Determinemos la constante C. De (15) se deduce: 


(15) 


(16) 


oo __ 

K(0)= j (? - ,, dz = — 


(véase § 5, cap. XIV). Por consiguiente, en la igualdad (16) debe ser 


Pues, 


C = ^. 
2 


K(p)= — e *. 
6 


( 17 ) 


Pongamos el valor (17) de la integral (15) en (13): 


-a't'l 


cos k(a — x)dx = 


1 Vn 


iVt 2 


e *. 


La posibilidad de realizar la derivación se argumenta fácilmente. 
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Sustituyendo fi por su expresión (14), obtenemos eu definitiva el 
valor de la integral (13): 

J e~ a ’ k ‘‘ cos X (a - x) dX = i ]/^ e~ (18) 

o 

Poniendo esta expresión de la integral en la solución (12), obtenemos 
definitivamente: 

ao 

1 r - (a ~ x) ‘ 

u(x,t)= -=- l <p(a)e * a '* da. (19) 

2a Vjií 

Esta fórmula se llama integral tde Poisson y es la solución del 
problema planteado sobre la propagación del calor en un vástago 
ilimitado. 

Observación. Se puede demostrar que la función u (x , t), deter- 
minada por la integral (19), cs la soltición de la ecuación (1) y satis- 
face a la condición (2), si la función ip (x) es acotada en un intervalo 
infinito (—oo. oo). 

Establezcamos el sentido fisico de la fórmula (19). Exantinemos 
la función 

Í O para — oo <x < x 0 , 

<p (x) pura x 0 < x < x 0 + Az, (20) 

,0 para z 0 + Az<x< oo. 

Entonces la íunción 


oo 

u(x, t)= - =rr- Í <P* 

2a \nl J 


(«) e *»■' da 


es la solución de la ecuación (1) que torna el valor üe «p* (x), para 
t = 0. Teniendo en cuenta (20), se puede escribir: 


xo+ax 

u(x,t)= * — f tp 

2a Vnt J 


_ (q — x) a 

(a) e *“■' da. 


Aplicando «1 teorema sobre la media a la' última integral, 
obtenemos: 

u* (x, t)= e~ x 0 < l < z„ + A*. (22) 

2a Vní 
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La fórmula (22) da el valor de temperatura cn un punto del vás- 
tago en cualquier momento de tiempo, si para t = 0 en todo el 
vástago la temperatura es u* = 0, excepto el segmento Ix 0 , a: 0 +Aa:], 
donde la temperatura es igual a <p (x). La suma de temperaturas de 
la forma (22) da la solución (19). Notemos que si p es la densidad 
lineal del vástago; c, capacidad calorífica del material, entonces la 
cantidad de calor en el elemento |x 0 . x 0 + Ax] para t — 0 es 

AQ « q> (1) Ax pc. (23) 

Analicemos luego la función 

- l—e'***. (24) 

2 aVnt 

Comparándola con el segundo miembro de la fórmula (22), 
tomando en consideración (23), se dice que ésta da el valor de las 
teinperaturas en todo punto del vástago en cualquier momento de 
tiempo í, si para t = 0 en la sección 5 (caso límite, cuando Ax -»■ 0) 
hubo una fuente instantánea de calor con cantidad de calor 

Q = cp- 


8 8. PROBLEMAS QUE CONDUCEN A LA ÍNVESTJGACION 
DE LAS SOLUCIONES DE LA ECUACION DE LAPLACE. 
PLANTEO DE LOS PROBLEMAS CON VALORES DE CONTORNO 


En el párrafo presente se examinan algunos problemas que con- 
ducen a la solución de la ecuación de Laplace 

S+S+S=°- <•) 

dx 2 dy~ dz z 

Como ya hemos indicado, el primer miembro de la ecuación (1) 

íftí (?U cPu _ , 

5?+5?+S i_4 “ 


se llama operador de Laplace. Las funciones u que satisfacen a la 
ecuación de Laplace se llaman funciones armónicas. 


I. Distribución estacionaria de Ia temperatura en un cuerpo 
homogéneo. Sea un cuerpo homogéneo Q limitado por la superfi- 
cie cr. En el § 5 se ha mostrado que la temperatura en diferentes 
puntos del cuerpo satisface a la ecuación (8): 


du _ 2 ( , (?u ¿ru \ 

dt \dx 2 dy 2 dz 2 ) 
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Si el proceso es estacionario, es decir, si la temperatura no depende 
del tiempo, sino solamente de las coordenadas de los puntos del 

cuerpo, entonces — = 0, y por consiguiente, la temperatura satis- 
ot 

face a la ecuación de Laplace 


3¿ 9? d* 


( 1 ) 


Para que la temperatura en el cuerpo se determine de esta ecuación 
unívocamente hay que saber la temperatura de la superficie o. 
De este modo, para la ecuación (1) el problema con valores de con- 
torno se formula de la manera siguiente. 

Hallar la función u (a:, y , z) que satisface a la ecuación (1) en 
el interior del volumen Q y toma en cada punto M de la superficie o 
los vsJores dados: 




( 2 ) 


Este problema se llama problema de Dirichlet o primer problema con 
valores de contorno para la ecuación (1). 

Si la temperatura es desconocida en la superficie del cuerpo, 
pero en todo punto de la superficie sabemos el flujo térmico que es 

proporcional a ^ (véase el §5), entonces en vez de la condición con 

valores de contorno en la superficie o (2) tendremos la condición: 


du 

dn 




(3) 


E1 problema de hallar la solución de la ecuación (1) que satisface 
a la condición con valores de contorno (3)sellama prcblema d* Nev- 
man o segundo problema con valores de contorno. 

Si se examina la distribución de las temperaturas en el dominio 
plano D limitado por el contorno C, entonces la función u depende 
de dos variables x e y y satisface a la ecuación 




(4) 


que se llama ecuación de Laplace en el plano. Las condiciones con 
valores de contorno (2) y (3) deben cumplirse en el contorno C. 

11. Corriente potenciai de un líquido o gas. Ecuación de con- 
tinuidad. Sea la corriente de un líquido en el interior de un volu- 
men Q limitado por una superficie o (en caso particular, Q puede 
ser también ilimitado). Sea p la densidad del líquido. Designemos 
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la velocidad del líquido por 


v = v x i + v„] + vjc, (5) 

donde v x , v v , v : son las proyecciones del vector t'en losejesde coor- 
denadas. Separemos en el cuerpo Q un pequeño volumen co limitado 
por la superficie S. A través de cada elemento A s de la superficie S 
en el tiempo A t pasara la cantidad de líquido 

A Q = pi/nAsAí, 

donde n es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte- 
rior respecto a la superficie S. La cantidad total de líquido Q que 
entra en el volumen co (o sale del volumen oo) se expresa mediante 
la integral 




p vn ds 


( 6 ) 


(véase §§ 5 y 6, cap. XV). La cantidad de líquido en el volumen 
en el inomento t íue 


(O 



pdüi. 


Durante el tiempo Aí la cantidad de líquido, en virtud de la varia- 
ción de la densidad, cambia en la inagnitud 



ApAco « Ai 



(7) 


Suponiendo que en el volumen co no hay fuentes, concluiinos que 
esta variación está provocada por la afluencia del líquido cuya 
cantidad está determinada por la igualdad (G). Igualando los segun- 
dos miembros de las igualdadcs (6) y (7) y reduciendo por A t, 
obleneinos: 


-JJ P „.*_+JJJ.g.*,. (8) 

S (i) 

Transformemos la inlegral iterada de segundo orden del primer 
micmbro según la fórmula de Ostrogradski (§ 8, cap. XV). Entonces 
la igualdad (8) toma la forma: 


IH div (P'‘) d(a = 
0 > 



du) 



-h div (pt>) 


) 


cicii = 0. 


ó 
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Puesto que el volumen w es arbitrario y el integrando es continuo, 
obtenemos: 


dt 


+ div (p v) = 0 


(9) 


■— + — (pt’x) + 7- (p^v) + — (py r ) = 0. 

at dx oy dz 


(9') 


Esta es la ecuacián de continuidad de corriente del líquido compre- 
s ible 

Observación. En algunos problemas, por ejemplo, al examinar 
el proceso de movimiento de petróleo o gas en un pozo, en un medio 
poroso subterráneo, se puede aceptar 

k , 

r= —— grad p, 

donde p es la presión, k es el coeficiente de permeabilidad y 


dp_ 

dt 


dp_ 

dt 


X = const. Poniendo en la ecuación de continuidad (9), obtenemos: 
dp 


k— —div(A-gradp) = 0 
dt 


,3L = ±( k d JL) + ±.( k d Jí) + l( k ÉP-)' (io) 

dt dx\ dx) 0y\ dy) dz\ dz ) 


Si k es una constante, la ecuación toma la forma: 

dy 


dp __ k (^P , ?P , <?P\ 
dt X V&r 2 dy dz */ ’ 


(H) 


y nosotros llegamos a la ecuación de conducción del calor. 

Regresemos a la ecuación (9). Si el liquido es incompresible. 

entonces p = const, -^- = 0 y la ecuación (9) toma la forma: 


div (t>) = 0. 


(12) 
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Si el movimiento es potencial, es decir, el vector v es un gradiente 
de cierta función tp: 


v = grad q>, 

entonces la ecuación (12) toma la forma: 

div (grad <p) = 0 
ó 

(?(p , d*<p 5*<p 


• + 


' dy 2 ' dz 2 


= 0, 


(13) 


es decir, la función potencial de la velocidad <p debe satisfacer a la 
ecuación de Laplace. 

En muchos problemas, como, por ejemplo, en los de filtración, 
se puede aceptar 

v = — k , grad p, 


donde p es la presión y k, es una constante; entonces obtenemos la 
ecuación de Laplace para determinar la presión 


ÍR + ?E + *P = o 
dx 2 1 a,r dz 2 


(13-) 


Las condiciones con valores de contorno para la ecuación (13) o 
(13') pueden ser las siguientes: 

1. En la superficie o se dan los valores de la función desconocida 
p, (es decir, de la presión (condición (2)). Esto es el problema de 
Dirichlet. 


2. En la superficie o se dan los valores de la derivada normal , 

on 

es decir, se da el flujo a través de la superficie (condición (3)). Esto 
es el problema de Neumann. 

3. En una parte de la superficie o se dan los valores de la función 
desconocida p, es decir, de la presión y en otra parte de la superficie, 

los valores de la derivada normal es decir, del flujo a través 

<771 


de la superficie. Esto es el problema de Dirichlet-Neumann. 

Si el movimiento es plano y paralelo, es decir, la función <p (ó p) 
no depende de a, obtenemos la ecuación de Laplace en el dominio 
bidimensional D con frontera C: 


^<P , ^<P n 

dy 2 ~ V - 


( 14 ) 
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Las condiciones con valores de contorno de la forma (2) (problema 
de Dirichlet), o de la forma (3) (problema de Neumann) se dan en 
el contorno C. 

III. Potencial de la corriente eléctrica estacionaria. Supongamos 
que a traves de un medio homogéneo que llena cierto volumenV, 
pasa una corriente eléctrica cuya densidad en cada punto se da por 
el vector J ( x , y, z) = J x i + J v i + J,K. Supongamos, que la 
densidad de corriente no depende del tiempo t. Supongamos, tam- 
bién, que en el volumen examinado no hay fuentes de corriente. 
Por consiguiente, el flujo del vcctor J a través de cualquier super- 
ficie cerrada S que se halla en el interior del volumen V, será igual 
a cero: 

JS J n ds = 0, 

s 

donde n es un vector unitario dirigido a lo largo de la normal exte- 
rior respecto a la superficie. 

Dc la fórmula de Ostrogradski deducimos que 

div J = 0. (15) 

En virtud de la ley generalizada de Ohm so determina la fuerza 
eléctrica E en el medio conductor examinado: 

(16) 

ó 

J = \E, 

donde X es la conductibilidad del medio la que consideramos cons- 
tante. 

De las ocuaciones generales dcl campo electromagnético se dcduce 
que si el proceso es estacionario, entonces el campo vectorial E 
es irrotacional, es decir, rot E = 0. Entonces, análogamente al 
caso examinado durante el análisis de campo de velocidades del 
líquido, el campo vectorial es potencial (véase § 9, cap. XV). Existe 
la función <p tal que 

E = grad «p. (17) 

A base de (16) obtenemos: 

J = X grad q). 

De (15) y (18) se deduce: 

X div (grad <p) = 0 


( 18 ) 
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■ 0*9 . 3*9 n 

Oxf ^ df d¿ 


(19) 


Obtenemos la ecuación de Laplace. 

Resolviendo esta ecuación para las correspondientes condicio- 
nes cou valores de contomo, hallamos la función (p y, por las 
fórmulas (18) y (17), la corriente J y la fuerza eléctrica E. 


§ 9. ECUACION DE LAPLACE EN COORDENADAS CILINDRICAS. 
SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET PARA UN ANILLO 
CON VALORES CONSTANTES DE LA FUNCION DESCONOCIDA 
EN LAS CIRCUNFERENCIAS IN'TERNA y EXTERNA 


Sea u ( x , y, z) una función armónica de tres variables. Entonces 


— 
OX 1 


+ Í2 + *‘= 0. 

dy' 0z~ 


( 1 ) 


Introduzcamos en el examen las coordenadas cilíndricas (r, q>, z) 
x = r cos <p, x = r sen q>, z = z, 

de donde 


r = Vx 2 +y J . 


q> = arctg - 


z = z. 


( 2 ) 


Sustituyendo las variables independientes x, y y z por r, q¡, y z, 
llegamos a la función u*: 

u (x, y, z) = u* (r, (p, z). 


Hallemos la ecuación a la cual satisfaga u* (r, qi, z) como función 
de argumentos r, q> y z. Tenemos: 


fíí 

Ox 


Ou Or ^ Ou Oip 
Or Ox dq> flx 


d z u _ 'f'u * / dr V Ou (fr ^ 'fu' Or fl <p 
flx 2 df L \ flx) Or flx" ór Oip Ox Ox 


rfu" / í?q> V ^ flif if'i' 
Otff \ flx ) <hp flx 2 


( 3 ) 
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análogamente: 

<fu _ <hi_ / dr V du_ ih_ ^ & u ' dr h' 
i/y 2 df V dy / dr tiy 2 dr d<p dy dy 


adomás, 


Las oxpresiones para 

dr dr cfr 

dx ' dy dX 2 




m 

, du 

cftp 

(4) 


dtff 

d<p 

df' 

cfu 

cfu 




(5) 

dz 2 = 

dz 2 ' 




hr_ 

dtp 

d<p 

cf<p 

dfcp 


dir ' 

dx 

dy ' 

dx 2 ' 




hallamos de la igualdad (2). Sumando los segundos miembros de las 
igunldades (3), (4) y (5) e igualando la suma a cero (puesto que la 
suma de los primeros miembros de estas igualdados es igual a cero 
en virtud de (1)), obtenemos: 

cñu’ 1 du? _1_ (fu ífu 
df r dr r 2 <9cp 2 dz 2 


Esta cs la ecuación de Laplace en coordenadas cillndricas. 

Si la función u no depende de z, pero depende de x e y, ontonces 
la función u* que depende sólo de r y q>, satisface a la ecuación 


ífu 1 du 1 fru 

df r dr r 2 dtp 2 


(V) 


donde r y <p son coordenadas polares en un plano. 

Ahora hallemos la solución de la ecuación de Laplace en el domi- 
nio D (anillo), limitado por las circunferencias C¡: x 2 + !/* = R\ 
y C 2 : a* + y* = R\, que toman los siguientes valores de contorno: 

(®) 

u\ Cl = Uz. ( 9 ) 

donde u¡ y u 2 son constantes. 

Resolvamos el problema en coordenadas polares. Es evidente 
que conviene buscar la solución que no depende de cp. En este caso 
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la ecuación (7) toma la forma: 


dhi 

dr* 


+ 1-^-0. 

r dr 


Integrando esta ecuación, hallamos: 

u = C¡ ln r + Cj. 

Determinemos C t y C 2 de las condiciones (8) y (9): 

= Ci + Cz, 

m 2 = C¡ In i? 2 + C 2 , 

De ahí hallamos: 


( 10 ) 


C t 


Uz —u, 



c 2 — «1 — (U 2 — uO 


ln «i 
ln — 


Sustituyendo los valores hallados de C t y C 2 en la fórmula (10) 
obtenemos en dcfinitiva: 


u = u,+ 


ln 




i3 

«i 


(«2 — +). 


( 11 ) 


Observacifin. En rcalidad hemos resuelto el siguiente problema. 
Ilallar la función u que satisface a la ecuación de Laplace on el 
dominio limitado por las superficies (en coordenadas cflíndricas): 


r = fí¡, r = fí 2 , z = 0, z = H, 


y que satisface a las siguientes condiciones de contorno: 


II |=M, t 

du\ 


dz 


= 0, 


11 |r=n a - W 2» 


du 

dt 



(el problema de Dirichlet-Neumann). Es evidente que la solución 
buscada no depende de z, ni de q> y se da por la fórmula (11). 


§ 10. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DlRIf.HLET 
PARA UN CIRCULO 

Supongamos que en el .plano Qxy hay un júrculo de radio fí 
y el centro en el origen de coordenadas. Sea dada en su circunferencia 
cierta función / (q>), donde rp es un ángulo polar. Es preciso hallar 
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la función u (r, q>), continua en el círculo, incluyendo el contomo, 
que satisface en el interior del círculo a la ecuación de Laplace 


2 =o 

dr dy 2 


(1) 


y on la circunferencia del círculo toma los valores dados 

u| r =n = /(tp). (2) 

Calculemos el problema en coordenadas polares. Escribamos la 
ecuación (1) en estas coordenadas: 

ifu i_ du_ _1_ (Fu_ _ o 

i)r 2 r dr r 2 dtf 2 


6 


, rfu du_ <?u 

dr 2 dr dtp 2 


0 . 


( 1 ) 


Husquemos la solución por 
poniendo que 

u = 


el método de separación de vanables, 
O (<p) R (r). (*) 


Sustituyendo en la ecuación (l'), obtenemos: 

Stl) (<p) R" (r) + rO (<p) li' (r) + O" (<p) R (r) = 0 
ó 

Q'' (<p) _ _ r 2 R" (r) + rR'(r) _ _ fc2 ^ 

O (<p) /?(r) 

Puesto que el primer miembro de esta igualdad no depende <le r, 
y el segundo, de <p, por consiguicnte. éstos son iguales a un número 
constante que designaremos por — ft*. Dc este modo, la igualdad (4) 
nos da dos ecuaciones: 

O' (<p) + * 2 Q (<p) = 0, (5) 

r ! ñ' (r) + rR' (r) - k*R (r) = 0. (5') 

La solución general de la ecuación (5) será 

O = A cos ktp + B sin A:<p. (0) 

Busquemos la solución de la ecuación (5') en forma de R r m . 
Sustituyendo R = r m en (5'), obtenemos: 

tm(r — l)r m-2 + rmr m -'-k 2 r m = 0 
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Ó 

m 1 — k* = 0. 

Podemos escribir dos soluciones purticulares linealmente inde- 
pendientes: r h y r~ h . La solución general de la ecuación (5') será 

fl = Cr* + £)r"\ (7) 

Ponemos las expresiones (6) y (7) en (3): 

K* = (Ak cos A-cp + B h sen kif) (6\r* + ü„r~ h ). (8) 

La función (8) será la solución de la ecuación (l') para todo valor 
de k distinto de cero. Si k = 0, las ecuaciones (5) y (5') toman la 
forma 

O' = 0, rR’ + R' - 0, 

y por consiguicnte, 

u„ — (/1 o 4" B 0 <f) (C 0 + Do ln r). (8') 

La solución debe ser una función periódica de «p, puesto quo, siendo 
igual el valor de r, para ip y q> + 2n, liemos de tener un mismo valor 
de la solución, ya que examinainos un mismo punto del círculo. 
Por tanto, es evidente que on la fórmula (8') debeser/? 0 =- 0. Luego, 
busquemos una solución continua y finita en el círculo. Por consi- 
guiente, en el centro del círculo. para r = 0, la solución debe ser 
finita, y por eso en la fórmula (8') dcbe scr D 0 = 0 y en la fórinula 
(8), D h = 0. 

De este modo, el segundo miembro de (8') sc convierte en el 
producto ^ 0 C 0 , que designaremos por A 0 1 2. Pues, 



Formemos la solucion de nuestro problema en forma de una suma 
de soluciones de la forma (8) puesto que la suma de soluciones es 
la solución buscada. La suma debe ser una función periódica de ip. 
Esta condición se cumple, si cada sumando es una función periódica 
de ip. Para eso k debe tomar valores enteros. (Notemos que si iguala- 
mos los miembros de la igualdad (4) al numero +A: 2 , no obtendríamos 
la solución periódica). Podemos limitarnos solamente a los valores 
positivos 


k = 1, 2 


n. 
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puesto que. en virtud de que las constantes A, B, C, D son arbitra- 
rias, los valores negativos de k no dan nuevas soluciones particu- 
lares. Pues, 

oo 

« (r, <p) = + 2 (>I " C0S ” <p + Bn Sen nq> ^ r (9) 

n«al 

(la constante C„ está incluida en A„ y B„). Elijamos ahora las cons- 
tantes arbitrarias A„ y B„ de modo que se satisfaga la condición 
con valores de contorno (2). Poniendo en la igualdad (9) r = /í, en 
virtud de la condición (2) obtenemos: 

co 

/(<P) = Y+ 2 (A n cosn<P+ B„senn<p)fí n (10) 

n=»l 

Para que tenga lugar la igualdad (10), es necesario que ln función 
se desarrolle on la serie de Fourier en el intervalo (— n, n) y que 
_4 n /?" y B„B n sean los coeficientes de Fourier. Por consiguiente, 
A„ y B„ deben determinarse por las fórmulas: 

n 

j / (í)cosní dt, 

— n 
n 

| / (í) sen nt dt. 

—n 

Pues, Jn serie (9) con coeficientes determinados por las fórmulas 
(11), será la solución de nuestro problema, si ella admite la deriva- 
ción doble, tórmino a término, respecto arynif (pero esto no lo 
hemos demostrado). Transformemos la fórmula (9). Sustituyendo 
A„ y B„ por sus expresiones (11) y efectuando las transformaciones 
trigonométricas, obtenemos: 

n oo n 

u(r, <p) = ^ j f(t)dt + “2 J/Wcosntí — ‘ p ) dí ('^r) = 

—n n—l —n 

í m b +2 2(i )" cosn(t ~ #) ] dt (í2) 

—n n=l 
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Transforinemos la expresion entre corchetes *). 

1 + 2 2 ( s )"'”” <' - - 1 +2 + 


- ,+ 2 Kí'+(í'■"”)']- 


— in(l— <p) 


n = l 


1 = 


Z_ e ¡(l-v) 
fí 


+ ■ 


£_ e -Ht-v) 

fí 




1 i_JL *-<«-*> 

fí fí 


fí 2 -^ 


1 - 2 ^ cos (í - „) + R * ~ 2Rrcoa <*-*) + ’* 


(13) 


Sustituyendo la expresión entre corchetes en la fórmula (12) por 
la exprosión (13) tenemos: 


n 

o(r ' 


/(0 


/? 2 -r* 


fí 2 — 2 rfí cos (t — f) + r 2 


dt. 


(14) 


La fórmula (14) se llama integral de Poisson. Analizando esta fórmula 
se demuestra que si la función / (tp) es continua, entonces la función 
u (r, (p), determinada por la integral (14), satisface a la ecuación 
(l'), y. Para r-* fí, será que u (r, qj) —► / (tp), es decir, u (r, q>) es la 
solución del problema de Dirichlet para un círculo. 


§ 11. SOLUCION DEL PROBLEMA DE DIRICHLET 
POR EL METOIX) DE DIFERENCIAS FINITAS 

Sea dada en el plano Oxy un dominio D, limitado por el contorno 
C. Supongamos que en el contorno C está dada una función con- 
tinua /. Es preciso hallar una solución aproximada de la ecuación 


•) Durante la deducción determinamos la suma de una progresión gco- 
métrica inlinita, cuyo denominador es un número complejo y cuyo móaulo 
es menor de la unidad. Esta fórmula de la suma de una progresión geométrica 
se deduce igual que en el caso de los números roales. Hay que tener en cuenta 
la definicion del limite de la función compleja de un argumento real. Aqui, 
el nrgumento es n (véase 5 4, cap. VII, tomo I). 


26-536 
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de Laplace 

que satisface a la condición de contorno 

u\c = j. (2) 

Tracemos dos fainilias de rcctas: 

x — ih y y = kh (3) 

donde h es el núinero dado, i y k toman valores numéricos enteros 
sucesivos. Diremos que el dominio D está cubierto do una red. Los 

punlos de intersección de las rectas 
C’ e los llamaremos nudos de la red. 

E1 valor aproximado de la fun- 
ción desconocida en el punto 
x -- ih, i/ kh, lo designaremos 
por Ui ¡h es decir, u ( ih, kh) = u¡, k . 
Aproximemos el dominio D median- 
te el dominio reticulai D*, com- 
puesto de todos los cuadrados que 
enteramente se liallan dentro del 
dominio D. y algunos de éstos son 
cruzados por la frontera C (con es- 
tos úllimos se puede despreciar). 
x En este caso el contorno C se apro- 
\ima mediante el contorno C* cotn- 
puesto por los segmentos de rectas 
de la forma (3). Err cada nudo que 
se halla en cl contorno C* demos un valor /* igual al valor de la 
función / en el punto más próxiino del contorno C. (fig. 377). 

Examinemos los valores de la función desconocida solamente en 
los nudos de la red. Coino liemos indicado en el § ti las derivadas en 
el método do aproximación examinado se sustituyen por las 
diferencias finilas: 


■1 

■■ 

■■■ 

■■í 

■■r 

:si 

'/■■ 

\n 

iii 

>■■■■1-1 

ik<caaa 

■■ 

Si 

:s: 

uu 

■ ■Fl 

■ ■J 

mWj ■ 

iii 

:s: 

■■■ 

!■■■■■ 

!■■■:■■ 

■1 

■■; 

■rü 

i:i 

:■: 

■■■ 

:ss 

!■■■ ■■ 
!■■■■■ 
!■■■■■ 

■1 

i! 

Üi 

■■■ 

:■■ 

:s: 

■■■ 

■■■ 

:s: 

■ 

sss 

!■■;■■■ 

mumum 

;■■■■£ 

ÍSSSSS 


Eír. 377 


(fu 

dx 2 

<fu 

ó<f 


_ U| 4 I. h — ‘¿U¡. h + “i-l. h 
x—lh. v***kh h? 

_ M|. 1-41 — 2 U¡, X + u,_ 

x~lh, tj=hh hf 


La ecuación diferencial (1) se sustituye por la ecuación de diferencias 
o por la ecuación en diferencias finitas (después de reducir por h 2 ): 

“/ 41 . k — 2“j, h + “l-l. h + “/. *41 — 2“j. h + “i. fc-l = 0 
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ó (fig. 378) 

u¡. k — ~£ (“ 1 + 1 . * + u ¡. *+i + u ¡- 1 . * + u i. *-i)- (^) 

Para cada nudo de la red que se encuentra en el interior del domi- 
nio D* (y no se encuentra en la frontera C*) componemos la ecuación 
(4). Si el punto (x = ih. y = kh) es vecino al punto del contorno 



C*. entonces en el segundo miembro de Ia igualdad (4) serán los 
valores conocidos de /*. De este modo, obtenemos un sistema hetero- 
géneo de N ecuaciones con N incógnitas (A' es el número de nudos 
de la red que se encuentran en el interior del dominio D*). 

Demostremos que el sistema (4) liene una y solamenle una solu- 
ción. Es el sistema de N ecuaciones lineales con N incógnitas. Tiene 
la única solución en el caso en que el determinante del sistoma seu 
distinto de cero. El determinante del sistema difiere de cero si el 
sistema homogéneo tiene solamente una solución trivial (ntila). 
E1 sistema será homogénea. si /* = 0 en los nudos de la red en la 
frontera del contorno C*. Pues, demostremos que en este caso todos 
los valores u¡,i, en todos los nudos interiores de la red son iguales 
a cero. Supongamos que en el interior del dominio hay u ( ,a dife- 
rentes de cero. Para mayor definición supongamos que el inayor 
de estos valores es positivo. Designémoslo por ú¡, h > 0. En virtud 
de la fórmula (4) escrlbimos: 

u l. h = ( u i+ 1. k + “/. * + l + U/-|. * + u ¡. *-|). (4')- 

Esta igualdad puede tcner lugar sólo en el caso si todos los valores 
de u. del segundo miembro. son iguales al valor óptimo ñ fl *. Ahora 
tenemos cinco puntos donde los valores de la función desconocida 
son ü¡, k . Si ninguno de estos puntos es de la frontera, entonces, 


26 * 
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tomando uno dc éstos y escribiendo para él la igualdad (4), demos- 
tiemos que en algunos otros puntos el valor de la función descono- 
cida seró igual a ü¡,k- Prosiguiendo de este modo, llegamos a la 
frontera y demostremos que en el punto de la frontera el valor de 
la función será igual a üi, k . Esto contradice al hecho de que en los 
puntos de la frontera /* = 0. 

Suponiendo que en el interior del dominio hay un valor noga- 
tivo mínimo, demostremos que en la frontera el valor de la función 
es negativo. Esto contradice a la condición dada. 

Pues, el sistema (4) tiene una y solamente una solución. 

Los valorcs de u llA , determinados del sistcma (4), son valores 
aproximados de ia solución del problema de Dirichiet forinulado 
anteriormente. Hemos demostrado que si existe la solución del 
problema de Dirichlet para el dominio dado D y la función dada /, 
(designémosla esta solución por u (a:, y)), y si u t ,k es la solución 
del sistema (4), entonces se verifica la correlación: 

\u(x, y) -u,, k l<s1h z , (5) 

donde A es una constante que no depende de h. 

Observación. Puedc ser justificado, aunque estrictaraente no está 
demostrado, el siguiente procedimiento para evaluar el error de 
la solución aproximada. Seau: u}?*’ la solución aproximada para el 
paso 2 h; uW In solución aproximada para el paso h\ &\(x,y), 
el error de la solución i¿S%. Entonces tiene lugar la igualdad 
aproximada. 

E„(x, y)~±(u'fi-u l !'\) 

en los nudos comunes de lus redes. Pues, para determinar el error 
de la solución aproximada para el paso h, hay que hallar la solución 
para el paso 2 h. Una tercera parte de la diferencia de estas soluciones 
aproximadas es la evaluación del error de la solución para el paso h. 
Esta observación se puede extender tambión a la solución de la 
ecuación de la conducción de calor mediante el método de diferencias 
finitas. 

Ejercicios para el capítulo XVIII 

j. Deducir la ecuación de oecilaciones torsionales de un vástago cilín- 
drico homogéneo. 

Indicación. E1 momento torsional en la sección dcl vástago do abscisa x 

se determina por la fórmula M — GI^- , donde 0 (x, í) es el ángulo do torsión 

de la sección de abscisa x en el momento I, G es cl módulo de desplazamiento 
/. es el momento polar de inercia de la aección transversal del vástago. 
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r 5*0 . ^ s 0 . . , 01 

hespuesla: , „ — a» ■ . , donue a*=—;—, k es el momento de inercia 

dl * dz* k 


de la unidad de longilud del vástago. 

2. Halii 
condicionea: 


2. Hallar la solución do la ecuación quo satisíace a las 

dt» dz* n 


0(0, o=o. 0(0 0=o. 0 (*. 0)=<p (x), 30 ( f; 0) =0. 


dt 


donde 


1 W' 

T (r). 


20ox 


cuando 0<x<- 


+ 20 o cuando -^ < * < 1- 


Dar lu inlerpretación inecánica del prolilema. 
fí etpuesla: 

o (x. o-^- s 4FnF sen (2t V ' nr « • 

*-o ' 1 

3. Dcducir la ecuación de oscilaciones longitudinales de uu váslago 
cilíndrico bomogéneo. 

Indicación. 8¡ u (x, t) es el desplazamieuto de la sección del vástago ilo 
abscisa x en el momento t, entonces la tensión T de extensión cn la secciún z 

se determina por la fórmula T ~ES , donde E es el módulo de elasticidad 

dx 

del nmterial, 5 es el árcp de la sección transversal del vástago. 

/lespuesla: 4-x- — a* ■ '* “ , donde a* -«— , p es la densiilad del material 
dt* dx» P 

del vástago. 

4. Un vástago boinogéneo de longilud 21, bajo la acciún de los fuer/.as 
aplicadas a sus extremos, se ha reducido en la magnitud 2X. Cuando t = 0, 
cesa la acción de las fuerzas cxteriores. Determinar cl dcsplazamienlo u (x, t) 
de la sección dcl vástago do abscisa x en cl momento I (cl punto medio del eje 
dol vástago tiene abscisa x — 0). 

fícspuesta: 


u(z, *)-$ 2 


0 


<-*)*»* W + i).lz (2Ic + 1) Jiat 
(2* + l)* " 21 21 


5. Un oxtremo del vástago de longitud l está fijo, sobro cl otro actúa una 
fuerza do extensión P. Hallar las oscilaciones longitudinales del vástago, si 
para I = 0 cosa la acción de fuerza P. 
fíespuesta: 


ñPl 

Esx* 


y (- 1 )" 
Zj (2n+l)* 
n *=0 


sen 


(2n + l)nx 
21 


cos 


(2n + l) naf 
21 
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(el sentido de E y S véase en el probleraa 3). 

6. Halli 
condiciones: 


d 2 u d 2 u 

6. Hallar la solución de la ecuación = a 2 que satisface a las 


u = (0, I) —0, u (I, /)=.-lsena><, 
u(x.0) = 0 . ^>= 0. 

Dur |a interpretación mecánica del prohlema. 
fíespuesta : 


« (x, () 


A sen — x sen o >1 „ . 

a . 2.-1 u>a 




( —1)" 1 nnaí n.ir 

—s scn —— scn —¡— 
i* 1 l 


¿-i /n3ia\‘ 


Indicación. Duscar la solución en forma de una suuia do dos soluciones: 


u = i'-foi, donde e> 


A sen — x sen ü>1 
a 


o> , 
Son — I 
u 


es lu solución que satisface a las condiciones: 

1 >( 0 , 0 = 0 . 0 ( 1 . 0 = 0 , 


e(x, 0)= —w(x, 0), 


dv (x, 0) dw (x, 0) 


dt 


ót 


^Se supone quo scn 1 rfc oj . 


7. Hallar la eoluciónde la ecuación-^- = a 2 que satisface a las con- 


diciones: 


u (0. () = 0, u(l, í) = 0. l>0. 


u(x.0) ; 


i para 0<x<y 


Itespuesta: 

hlx A V v (-1)" 
M .1» 2( (2» + l)* 


l—x para x< l. 
( 2 nel)«n»a «( 


f» .cn^-rPcx 


n =0 


Indicación. Resolver el problema por el métodode separacion de variables. 

8. Hallar la solución de la ecuación -^-=a* que satisface a las con- 


diciones: 


u(0, l) = u(0-I)=0, u(x, 0)= 
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Hespuesta: 


(2n+l) l n*iS< 


"(*• 0- 2 (2n-M) 3 ' 


(2 n + i) nx 


9. Hallar la solución (Je la ecuación = a 2 f “ ■ que satisface a las 

dt dx 3 


contlicioncs: 


U(í ' í) = U0, u(x ’ °) = •**<*>- 


Indicar el sentido físico dul problema. 
fíespuesta: 

u (x, t) = »o -|- 2 A * e ‘ ,K "'cos x, 

n =0 

dondu 

II 

Indicarión. Iluscar la solución en la forma u = u 0 -|-i> (r. í). 

10. Hallar la solución de la ecunción =a 2 —nuo satisface a las 

ilt ilx 3 


condicionos: 


ü (0, t) =0, — ^ ( = — //ul x _,, u(x, 0)=ip(i). 


Indicar ol sentido fisico del problema. 
fíespuesta : 




/lft = T S V ( x ) 800 ^7“ P—Hl, Hi. p 2 .Mn. 

0 

son raíces positivas de la ecuación tgp=—— . 

Indieación. En ol extremo del vástago, para x = l, tiene lugar un inter- 
cambio de calor con el medio ambiente cuya temperatura es igual a cero. 

11. Hallar (según la fórmula (10), § 6, poniendo h = 0, 2) la solución 

aproximada de Ia ecuación -= 2 ~ . quo satisface a las coudiciones: 

Ot üx l 

u(x,0)=x (-j-x) , u (0, I) =0, u (1, l)=i, 0<í<4/. 
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12. Hallar la solución de la ecuación de Laplace -4 ^—= 0 en la 

ox 1 oy' ¿ 

banda 0<p<oo, que salisface a las condiciones: 

“(0, p) = 0, u(a, p) = 0, u(x, 0) = .-l |l —, u (x. co) = 0. 


fíespuesta: 


0 . . «:* 

. / ,i 2.4 ^ 1 —— u ruix 

“<*•'>=—St* ° sen — 

n —1 


Indicación. Buscar la solución por el método de separación de variables. 

13. Hallar la solución de la ecuación de Laplace ^ =0 en un 

di* dy * 

reeténgulo 0<i<o, 0<p<6, que satisface a las condiciones: 

u (x, 0) = 0, u ( x, 6) = 0, u (0, y) = Ay (b — y), u(a, y) = 0. 
fíespuesta : 


- M „h < 2 " •<•!)"<■-«) sen 

u( g , q= Mt * y _5_ b 

1,3 ¿ < 2 " + | )' senhi^Ü^L ' 

14. Hallar la solucióu de la ecuación -f ~-e - = 0 en el 

dx• oy 2 

de un anillo limitado por las circunferencias i*-f¡/» = /f}, i»-|-ps = 
satisfaco a las condicionos 


interior 

quo 


Bu | , Q 

dr X2 nfí, ’ “Ir-B," 02- 

Dar la interpretacióu liidrodinámica del problema. 

Indicación. Hesolver el problema en coordenadas polares. 
fíespuesta: 


u 


= u 2 — 



15. I.a función u (*, jr) = e _ i/ sen x es la solución de la ecuación — ¿ ■ 4- . 

o x* 

0 ¿ u 

'dyi ~ ~ 0 eu e * cua< ^ ra< l 0 °<i<l, 0<p<l que satisface a las condiciones: 

“(0, p) = 0, u(l, p) = « -a sen 1, u(i, 0) = seni, u(i, l) = c~>senx. 

En los problemas 12-15 resolver las ecuaciones de Laplace para las con- 
diciones de contorno dadas, por el método de diferencias finitas, cuando 
6 = 0,25. Comparar la solución aproiimada con la exacta. 




CAPITlíLO XIX 


CALCULO OPERACIONAL Y ALGUNAS 
DE SUS APLICACIONES 


Actualmente el cálculo operacional es una de las importantes 
esferas del análisis matemático. Los métodos de cálculo operacional 
se usan en la física, mecánica, electrotecnia y otras ciencias durante 
la solución de diversos problemas. E1 cálculo operacional ha encon- 
trado una aplicación especialmente amplia en la automática y en 
la telemecánica. En el presente capítulo (basándonos en el material 
de los capítulos anteriores del manual) daremos los conceptos prin- 
cipales del cálculo operacional y los métodos operacionales de solu- 
ción de las ecauciones diferenciales ordinarias. 

§ 1. FUNCION INICIAL Y SU TIIANSFOKMACION (IMAÜEN) 

Sea una función de una variable real t, definida para t 0 
(a veces consideremos quo la función / (í) está definida en un inter- 
valo infinito — oo < t < oo, pero /(0 = 0, cuando í<0). 
Supongamos que la función / (0 ea continua por rozos (seginentos), 
es decir, tal que en todo intervalo finito tiene un número finito 
de puntos de discontinuidad de primera especie (véase § 9, capí- 
tulo II, tomo I). Para asegurar la existencia de algunas integrales 
en el intervalo infinito 0 < t < oo, impongamos sobre la función / (<) 
una limitación adicional. Es decir, supongamos que existen números 
constantes positivos M y s 0 tales que 

|/(0 |< Me ’“' ( 1 ) 

para todo valor de t del intervalo 0 t < oo. 

Examinemos el producto de la función / (í) por la función 
compleja e~ pl de una variable real •) t donde p = a + ib (a > 0) 
es cierto número complejo 

e- p, l(t). (2) 

•) Sobre las fuaciones complejas de una variable real véase § 4, capí- 
tulo VII. 
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La función (2) es también una función compleja de uua variable 
real /: 

e- p ' / (í) = ‘/ (l) = e~ a, f (t) e~ M = 

= e a 'f(t)cnsbt — ie- a ‘f(t)senbl, 
Examinemos ahora la inlegral impropia 

eo oo ao 

j e~ "7 (0 dt = J e~ a, f (t) cos btdt — i ( e - a 'f (í) sen bt dt. (3) 

oo o 

Mostremos que si la función / (x) satisface a la condición (1) y a> s„, 
entonces las intcgrales del segundo miembro de la igualdad (3) 
existen y la convergencia de las integrales es absoluta. A1 principio, 
evaluemos la primera de estas integralas: 


lí- 


/ (/) cos bt dt ^ 


f (/) cos bt | dt < 


oo 

Jk". 

0 

or cv 

< M j dt < M j 


g -ia ->o)I ^1 , 


M 


a — s„ 


De modo análogo se evalúa también la segunda inlcgral. Ahora bien, 

oo 

la intogral j e- p 'f (t) dt existe. Esla detormina cierla función 
(» 

de p, la cual designemos *) por í' (p): 






í(i)(dt). 


(4) 


La función F (p) se llaina transformación de Laplace o transfor- 
mada L, o bien, simplemente, imagen de la función / (/). La fun- 
ción / (/) se llama función inicial u original. Si F (p) es la imagen 
de la función / (/), se escribe que 

f(p)^-fU), (5) 


o 

ó 


/ (0 ‘r F (P). 


(«) 


¿ {/(/)} = F(p). (7) 

Gomo veremos, la razón de introducción de Ias imágenes consiste 
en que con su ayuda se logra simplificar la solución de muchos 


) La funcióo / (p), cuando p-^=0, es la fuacióu de una variable compleja. 
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problemas, en particular, reducir la solución de ecuaciones diferen- 
ciales a las operaciones algebraicas simples para hallar una imagen. 
Sabiendo la imagen, se puede hallar el original, bien según tablas 
confeccionadas de antemano «original-imagen», bien según los 
métodos expuestos a continuación. Surgen las siguientes cuestiones 
naturales. 

Sea dada cierta función F (p ). ¿Existe o no una función / (í), 
para la cual F (p) es su imagen? Sí existe ¿es esta función la única? 
Con suposiciones determinadas respecto a F (p) y / (í), a ambas 
cuestiones se da una respuesta positiva. En particular, la unicidad 
de imagen se establece mediante el siguiente teorema que citemos 
sin demostración. 


Teorema de unicidad. Si dos junciones continuas <p (<) y \J> (t) 
tienen la misma imagen Lde F (p), entonces estas funciones son idéntica - 
mente iguales. 

Este teorema desempeña en lo ulterior un papel rnuy importante. 
Efectivamente, si al resolver un problema práctico, hemos determi- 
nado, de cierto modo, la imagen de la función desconocida, después, 
según la imagen hemos hallado la función inicial, entonces, basán- 
donos en el teorema formulado, concluimos que la función hallada 
es la solución del problema planteado y otras 
soluciones no existen. A 

/ 


S 2. IMAGEN DE LAS FUNCIONES a 0 (t), sen t, cos t 

I. La función / (t) definida de modo tal que 0 *¡ 


/ (í) = 1, cuando t > 0 Fig 379 

f (t) = 0, cuando t < 0, 

se llama función unitaria de Heaviside y se designa por a (t). 
La gráfica de esta función está representada en la fig. 379. Hallemos 
la imagen L de la función de Heaviside: 


Pues*) 


L{o 0 (t)) 


oo 

_? 

J p 


P 


1 



( 8 ) 


oo 

*) A1 calcular la integral J e~ pt dl, se puede reprcsentarla como suma 
o 

de integrales de funciones reales: asi obtengamos el mismo resultado. Esta ob- 
servacion se refiere también a las dos integrales ulteriorcs. 
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o, más precisamente, o 0 (t)*— —. 

‘ P 


En algunos tratados del cálculo operacional llaman la imagen 
de la función / ( 1 ) a la expresión 


Oü 


e-”f{Qdt. 


Con tal definición tenemos: o 0 (t) 1. y, por consiguiente, 

C C , o, más precisamente, C o 0 (/) C. 

II. Sea / (í) = sen/; entonces 


L |se 
Pues, 


oo 

"’i-í 


e-^sen tdt = e ~ (~Pf nt-cost) 
P*+ 1 


1 


'o P" + I 


sen í- 


P 2 +1 


(9) 


III. Sea / (/) = cos /; entonces 

oo 

f i .i f -pi , e- p< (sen / — pcos/) 

¿ |cos /1 = \ e 1 costdt = -:— - c. -i 

•' p + 1 


lo p z + 1 


Pues, 


cos/ « ' ** — . 

P 2 +1 


( 10 ) 


§ 3. IMAGEN DE LA FUNCION CON ESCALA MODIFICADA 
DE LA VARIABLE INDEPENDIENTE. 

IMAGEN DE LAS FUNCIONES sen at, cos at 

Examinemos la imagen de la función / (a/), donde a > 0: 

oo 

L[f(at)} = ^ e~ p 'f (at) dt. 
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Sustituyamos la variable en la última integral, poniendo z = at; 
por consiguiente, dz = a dt; entonces obtenemos: 


oo 

L[i(al)\=^e~^ l f(z)dz 


De este modo, si 
entonces: 


F (P) / («)> 


Mí)* 


/(«*). 


(ii) 


Ejemplo 1. De la fórmula (9), en virtud de la (11), ohtenemos direc- 
tamente: 


sen at 


. 1 


‘ (-£-) +■ 


sen at 


• p«-f a* ‘ 

Ejemplo 2. De la tórmula (10), en virtud de la (II), tenemos: 


( 12 ) 


cos al 


. 1 


(-1-)= 


+ 1 


cos al — 


pt + a* - 


(13) 


8 4. PROPIEDAD DE LINEALIDAD DE LA IMAGEN 

Teorema. La imagen de unasuma de varias funciones multiplicadas 
por constantes, es igual a la suma de imágenes de estasfunciones multipll- 
cadas por constantes correspondientes, es decir, si 

f(t)= 2 C,f t (í) 

/=i 


( 14 ) 
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((.'i son constantes) y 

F (p) T* f (0. Fi (P) + U «, 

entonces 

f(p)= Í'C^ÍP). (14) 

i=i 

Demostración. Multiplicando todos los términos de la igual- 
dad (14) por e~ pl e integrando respecto a t en los límiles de 0 a oo 
(sacando los factores C¡ fuera del signo de la integral), obtenemos 
ia igúaldad (14'). 


Ejemplo I. llallar la imagen de la función 
/(0 = 3 sen 41 — 2 cos 5/. 

Solución. En virtud do las fórmulas (12), (13) y (15), obtenemos: 

I tlltW - 3 ■■ P __ 2p 

,n ” p*+!6 p* + 25 p a |-16 p*+25 • 

Kjeinplo 2. Ilallar la función inicial cuya imagen se expresa mediante 
la fóriniila 


_ 5 20 p 

F(P) - p*+(2)* + p 1 + (3) s ' 
Solueión. 1 nlerprotemos F (p) de modo siguiente: 

5 2 . p 


K(p) = 


• + 2U- 


2 p* + (2)* 1 ~ p*+(3)* ' 

Por consiguienle, según las fórmulas (12), (13), y (14'), obtenemos: 
f(t)=— sen 2/ + 20cos 3/. 

Del teorema de unicidad, § 1 se deduce que esta es la única fuución inicial 
que corresponde a la F (p) dada. 


§ 5. TEOREMA l)E DESPI.AZAM1ENTO 

Teorcma. Si F (p) es la imagen de lafunción j (i), cntoncesF (p+ a) 
es la imagen de la función e~ a ' f (t), es decir, 

Si F(p)+f(t), 

entonces /'(p + a) -+ c al f(t). 

(Aquí se supone que Re (p + a) > Sq). 

Demostración. Hallemos la imagen de la función e~ a ' f (í): 

L \e~ at f (<)} = I e~ p, ~ al f (t) dt = j e ~ (p+a) 'f (t) dt. 

0 0 
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De este inodo, 

L[e- at f(í))=F(p + a). 

E1 teorema demostrado permite ampliar considerablemente 
la fainilia deimágenes para las cuales se hallan fácilmente las 
funciones iniciales. 


§ fi. IMAGENES DE LAS FL'NCIONES e~ a ‘, senh at, 
cosh at, e~ a ' sen at, e~ a ' coa at 

De la fórmula (8), en virtud de las fórmulas (15), se deduce directa- 
mente: 


p + a 


Análogamenle 




p — a 


Sustrayendo de los términos de la correlación (ÍG') los términos 
correspondientes de la correlación (16) y dividiendo los resultados 
de la resta por dos, obtenemos 

.1 -4-, 1 ( e a ' - e“ a '). 

2 Vp — a p + a) 2 


p’-a 2 


+> senh at. 


Análogamente, sumando (16) y (16'), obtenemos: 


-+-—; -r> cosh at. 
p —a 


En virtud de las fórmulas (15), de la fórmula (12) so deduce: 


■e “'sen at. 


(p + a) 2 + a 2 ' 

A base de la fórinula (15), de la fórinula (13) se deduce: 

-e _ “'cos al. 


(P + «)' + ° 2 
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Ejemplo 1. Hallar la función inicial cuya imagan se da por la fórmula: 

7 

f (p) = P s + 10p + 41 • 

Solución. Transformemos F (p) en una expresion semejanle a la que se 
encuentra en el primer miembro de la correlación (19): 

7 7 7 4 

+ 10/>-r 41 = (p+ 5)* +16 4 (p + 5)» + 4 a ' 

Pues, 

. 7 4 

4 (p + 5)*+4* ' 

Por consiguiente, en virtud do la fórmula (19) lenomos: 

F (p)+ -^- «“ 6I sen 4í. 

EJemplo 2. Hallar la función inicial cuya imagen se da por la fórmula 

f(P> p* + 2p + 10 • 

Solución. Transformemos la función F (p): 

P+3 _ (P + D + 2 _ p+1 _2__ 

p»+¿p + ÍÓ" (p+l)*+9 (P+l) a + 3* ' (p+1) s +3* 

P+1 , 2 3 

" (p + l)* + 3* ^ 3 (p+l)* + 3* ' 

usando las fórmulas (19) y (20) hallemos la función inicial: 

2 

F (p) + e~' cos 3í + -j- e~' sen 3f. 

§ 7. DERIVACION DE LA IMAGEN 
Tcorema. Si F (p) -f» / (t), entonces 

(-1 ) n ^F(p)^t n f(t). (21) 

dp 

Demostración. Primero demostremos que si / (t) satisface a la 
condición (1), entonces la integral 

Je- p, (-t) n /(t)dt (22) 

0 

existe. 

Según la hipótesis, | / (t) | < Me*»', p= a + ib, a> s 0 ; con 
esto, a > 0, s 0 > 0. Es evidente que se halle e > 0 tal, que se 
cumplirá la desigualdad a < s 0 + e. Igual que en § 1 se demuestra 
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que existe la integral 

le- (p - tU \f(t)\dt. 

0 

Evaluemos ahora, la integral (22): 

JI e~ p, t n f (í) | dt = J | e -(P -Ve-H n f (t) | dt. 

Puesto que la función e~ tl t n es acotada y su valor absoluto es 
menor que cierto número N para cualquier valor de / > 0, podemos 
escribir: 

I 1 e-r»t n f (t) | dt < N J | e-«’-«>«/ (t) | dt = N J *-<?-«>' I / (t) I dt < oo . 

0 0 0 

De este modo, queda demostrado que la integral (22) existe. Pero 
podemos considerar esta integral como una derivnda de «-ésimo 
orden respecto al parámetro*) p de la integral 


I e- p, f{t)dt. 

0 

Pues, de la fórmula 

oo 

F(p)=l e~ p 'f(t) dt 
0 

obtenemos la fórmula 

J e - p ' (- í)"/ (í) dt = J e~ p, f (l) dt. 

o ** o 

De estas dos igualdades obtenemos: 

oo 

(- l) n ^F(p)= |e-"t"/(í) t 
es decir, la fórmula (21). 


•) Hemos determinado antes la fórmula de derivación de una integral 
definida respecto a un parámetro real (véase § 10, capítulo XI, tomo I). Aquí, 
el parámetro p es un número complejo, pero la fórmula de derivación qucda 
vállda. 
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Apliquemos la fórmula (22) para hallar la imagen de la función 
potencial. Escribamon la fórmula (8): 



P ' 


De esta fórmula, en virtud de la fórmula (21), obtenemos: 



Análogamente 



Para cuolquier n tenemos: 

* .n 

P n +' * 


(23) 


Ejemplo 1. Do la [órmula (véaso (12)) 

oo 

„ ° . = \ e"P' son at dl 
P* + a* d 

0 

derivando ambos miembros respecto al parámetro p oblencmos: 

fl/ - ( 24 > 

Ejemplo 2. De la fórmula (13), en virtud do la fórmula (21) obtenomos: 




• t cos ai. 


(p* + «*)* 

Ejemplo 3. En virtud de la fórmula (21), de (16) tenemos: 

1 •. a-ai 


(P + a)* 


.le~ 


(25) 


(26) 


§ 8. IMAGEN DE LAS DERIVADAS 
Teoreina. Si F (p) / (í), entonces 

P F (p) —fQX)—*f (*)• 


(27) 
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Demostración. Basándosecn la definición de la imagen, podemos 
escribir: 

oo 

L{f(t)\ = ]e~ p, f(t)dt. (28) 

0 

Supongamos que todas las derivadas /' (<), /" (I), . . ., f' (t), con 
que encontremos, satisfacen a la condición (1) y, por consiguiente, 
existe Ia integral (28), así como las integrales análogas para derivadas 
ulteriores. Calculando por partes la integral del segundo miembro 
de la igualdad (28), hallamos: 

L [f (t )} = Je P ‘r (D dt = e~-'f (t) | 0 ~ + p ? pt f (t) dt. 

0 0 

Pero, según la condición (1) 

liin e - p 'f(t) = 0, 

t * 00 

y 

rto 

S e~ p 'f(t)dt=F(p). 

0 

ror cso: 

Hf(t)) = -f(0)+pF(p). 

El teorema queda demostrado. Examinemos ahora la iinagen 
de las derivadas de cualquier orden. Sustituyendo en la fórmula (27) 
F ( p) por la expresión pF (p) — / ( 0 ), y / (<), por la expresión /' (t), 
obtenemos: 

p \pF (p) _ / (0)1 - /' (0) -f* /’ (0 
o, abriendo los corchetes: 

p-F (p) - p/ (0) _ /' (0) -f> /' (t). (29) 

La imagen para la derivada de n-ésimo orden será: 
p n ^(p)-[p n ~ , /(0)+p n ~ 2 /'(0)+ ... 

... +p/ n-2l (0) + / <n_l '(0)]-f*/ n> (/). (30) 


Observación. Las fórmulas (27), (29), (30) se simplifican, si 
/ (0) = /' (0) = . . . f*~ v (0) = 0. En esle caso tenemos: 


F(p) 

pF(p )-f> 


p n F(p) 


f(t). 

r(t). 

f n) (t). 


27 * 
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§ 9. TABLA DE ALGUNAS IMAGENES 

Para el uso cómodo de las imágenes obtenidas, reunámoslas en una 
tabla. 


Tabla l 



Nota: Las fórmulas 13 y 15 de esta tabla las deduciremos más tarde. 
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Observaeión. Si en calidad de imagen de la función / (<) tomamos: 

F'(p)=ple~ p, f(t)dt, 

o 

entonces en las fórmulas 1-13 de la tabla las expresiones que se 
encuentran en la primera columna hay que multiplicarlas por p. 
Las fórmulas 14 y 15 toman el aspecto siguiente. Puesto que F * (p) = 
= pF (p), entonces, sustituyendo en el primer miembro de la fór- 

mula 14 F (p) por la expresión fLAül y multiplicando por p, obte- 

nemos: 


14'. 


(- 



Sustituyendo en el primer miembro de la fórmula 15 


F,(P) 


fUp) 

P 



y multiplicando este producto por p, tenemos: 


I 

15'. j F * (p) F\ (p) -f* j /, (t) / 2 (t — t) dx. 

0 


§ 10. ECUACION AUXILIAR PARA 
LA ECUACION DIFERENCIAL DADA 

Supongamos que tenemos una ecuación diferencial lineal de 
n-ésimo orden con coeficientes constantes a 0 , a,, . . ., a n a n : 

d"x d n ~ > x dx 

a o-¿pr + a ' dt n-, + • • • + a n-i— + a n x(t) = i(t)- (31) 

Es preciso hallar la solución de esta ecuación x = x (t) para t ^ 0, 
que satisface a las condiciones iniciales: 

x(0) = x o , x (0) = xo . x ,n ~ ,) (0) = (32) 

Antes hemos resuelto el problema planteado del modo siguiente: 
hemos hallado la solución general de la ecuación (31) que contiene 
n constantes arbitrarias; después hemos determinado las constantes 
de modo que se satisfagan las condiciones iniciales (32). 

Ahora expondremos un método más sencillo de solución de este 
problema, el método de cálculo operacional. Ilallemos la imagen L 
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de la solución x ( t) de la ecuación (31) que satisface a las condicio- 
nes (32). Designemos esta imagen L por x (p); de modo que 
*(/>)-** (0- 

Supongamos que existen las imágenes de la solucióu de la ecua- 
ción (31) y de sus derivadas hasta el orden n (después de hallar la 
solución, podemos comprobar que esta suposición es válida). 

Multipliquemos todos los términos dc la igualdad (31) por e~ pl , 
donde p a - 1- ib, e integremos respecto a / en los límites de 0 a oo: 

OO OO OO 

a ° í e ' P ‘ dt + a ' í e ~ P,J dF^ dt + • • • +í e ~ P ‘ x(l) dt = 

0 0 0 

oo 

= J e~ p, nt)dt. (33) 

0 

En cl primer miembro de la igualdad se encuentran las imágenes 
L de la función x (t) y sus derivadas, en el segundo, la imagen L de 
la función / (t) qne designemos por F (p). Por consiguiente, se 
puede escribir la igualdad (33) en la forma: 

a ° L {'S'} +a ' L {~S^} + • • • + t*«> = L (/W>- 

Sustituyendo en esta igualdad Ias imágenes de la función y de sus 
derivadas por las exprosiones (27), (29), (30), obtenemos: 

«0 lp"¿ (P) - [p n ~\ + P n ~ 2 *ó + P n “^0 + • • • + 4 n_,) ]) + 

+ a, (p n -'í (p) -f p n ~ 2 x 0 + p n ~ 3 x 0 + ... + *i n-í> ]) + 


+ a n -, | px(p) — [z 0 ]) + a n x (p) = F(p). (34) 

La ecuación (34) se Ilama ecuación auxiliar o la ecuación de imagen. 
En esta ecuación la incógnita es la imagen x (p), la cual desde ésta 
se determina. Transformémosla dejando en el primer miembro los 
términos que contienen x (p): 

x (p)[a 0 p n + a t p n 1 + ... + a„-iP + a„] = 

— °o[p n '^o + p" ~ x o + • • • + x o ] + 

+ a,[p" 2 z 0 + p" 3 z 0 + • • • + *o n 2 ’] + 


+ a n - 2 [px 0 + zij + a„-i[z 0 J + F(p). 


( 34 ') 
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E1 cocficiente de x (p) en el primer miembro de la igualdad (34') 
es un polinomio de p de n-ésimo grado que se obtiene si en el primer 
miembro de la ecuación (31) en vez de las derivadas ponemos las 
potencias respectivas de p. Designémoslo por ip„ (p): 

<Pn (p) = a op n + 0¡p" 1 + • • • + a n-iP + “n- (35) 

E1 segundo miembro de la ecuación (34') se compone del inodo si- 
guiente: 

el coeficiente a„_, se multiplica por x 0 , 
cl coeficiente a„_ 2 so multiplica por px a -f x', 


el coeficiente a, se inulliplica por p n_í x 0 + p n ' 3 x¿-f ...-(-xj, n_2 >, 
el cocficiente a 0 se multiplica por p n ~'x 0 + p n ~*x' 0 + ... +xj ) n - | >. 

Todos estos productos se suman. Se adiciona además la imagen del 
segundo miembro de la ecuación difcrencial F (p). Todos los tér- 
minos del segundo mieinbro de la igualdad (34'), a excepción de 
F (p), ilespués de reducir los términos semejantes, forman un poli- 
noinio de p de (n — l)-ésimo grado con coeficientes conocidos. 
Designémoslo por (p). De este modo, la ecuación (34') podemos 
escribirla en la forma: 


'x ( P ) <P., (p) = ’K— i (P) + F(p). 


De esta ccuación deterininainos x (p): 


x (p) 


'Pn-l(P ) i F(p) 
<Pn (P) <Pn (P) 


(36) 


Pues, x (p) determinado de este modo es la imagen do la soln- 
ción x (t) de la ecuación (31) que satisface a las condiciones inicia- 
les (32). Si ahora hallamos la función x • (t). cuya imagen es la 
funcion x (p) determinada por la igualdad (36), entonces, en virtud 
del teorcma de unicidad, formulado en § 1, se deduce que x* (l) 
es la solución de la ecuación (31) que satisface a las condiciones (32), 
es decir, 

x* (/) = x (/). 

Si hallamos la solucióu de la ecuación (31) para condiciones 
iniciales nulas: x 0 = xj = x' = . . . x¡ ) n ~ , > = 0, entonces en la 
igualdad (30) sjj„_, (p) = 0, y ésta toma la forma: 

F(p) 
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6 


X(p): 


F(P) 


Oop" + ai p n ~' + ... + a„ 
Ejemplo 1. Hallar la solución de la ecuación 

dx 


(360 


dt 


+ x = l. 


«jue satisface a las condiciones: para í=0, z = 0. 

Solución. Formcmos la ecuación auxiliar 

í(p)(i-+i)=o+iíí ( p,= ( 71 L 7 . 

Descomponiendo la fracción del segundo miembro en las fracciones ele- 
mentales, obtenemos: 

-. . 1 1 
z(p) 7-7Tx- 

Usando las fórmulas I y 4 de la tabla 1, hallamos la solución: 

Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 

d*x 


il' 


-f 9*=1, 


que satisface a las condiciones iniciales: ro = x¿ = 0, para i = 0. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34') 

(' ,, + 9 )=7 6 • 

Descomponiendo esta fracción en las fracciones elementales, obtenemos: 

1 1 

, 7 p T 

*(p)= 1 j T s+ 1 r- 

Baséndonos en las fórmulas 1 y 3 de la tabla 1, hallamos la solución: 
*(0= — icos3«+i . 

Ejemplo 3. Hallar la solución de la ecuación 

j£. +3 *+2x = t. 

que satisface a las condiciones iniciales: para í =0, x 0 = x¿=0. 
Soluclón. Escribamos la ecuación auxiliar (34') 

1 


x(p)(P*+3p+2) 
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._1 1 _ 1 

* W “p* (p»+3p+2) p*tp+l)(f. + 2) ' 

Descomponiendo esta fracción en las fracciones elementales por el método 
de coeficientes indefinidos, obtenemos: 

1 i £ 1 , 1 1 

X{P, ~ 2 p* 4 p ' p + 1 4(p + 2) ' 

Según laa fórmuias 9, 1 y 4 de la labla 1 hallamos la solución: 

Ejcmplo 4. Hallar la solución de la ecuación 
.£l + 2-£- + 5* = sen, 

que satisface a las condiciones: z 0 = t, x¿=2, para « = 0. 

Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (3-5') 

*(p)(p*+2p + 5) = p-l + 2 + 2.1 + ¿(sen í) 


*(p) (p* + 2p+5) = p + 4 + 


de donde ballainos x(p): 


P»+l ' 


« + 2p + 5 (p*+1) (P* + 2p + 5) • 


Descomponiendo la última fracción del segundo miembro en las fraccionus 
elementales, podemos escribir: 

11 , , 1,1 

- io p + 4 , ~TÓ P ~T 

p* + 2p + 5 1 p*+l 


11 P+1 ,29 2 1 P , 1 1 

(p+l)* + 2* + 10-2" (p + 1 )* + 2* 10‘p* + l + 5 'pl+l • 

En virtud de las fórmulas 8, 7, 3 y 2 de la tabla 1, obtenemos la solución: 

x(0-{J«- |co s2, + | e -' sen2í—^cosí+-l sen< 


o, en definitiva: 


: (í) = cos 2 , + ?? sen 2«J ^ cos«+ -i sen t. 




42 f. 


CSlculo operacional y algunas de sus aplicaciones 


§ 11. TEOREMA ÜE DESCOMPOSICION 
Dc la fórmula (36) del párrafo anterior se deduce que la imagen 
de la solución de la ecuación diferencial lineal consta de dos tér- 
minos: el primero es una fracción racional propia de p, el segundo 
es una fracción, cuyo numerador es la imagen del segundo miembro 
de la ecuación F (p), y el denominador, el polinomio «p„ (p). Si 
F (p) es una fracción racional, entonces el segundo tórmino es tam- 
bién una fracción racional. De este modo, hay que saber hallar la 
función inicial cuya imagcn es una fracción racional propia. Exami- 
nemos este problema en el presente párrafo. Sea la imagen L de 
cierta función una fracción racional propia de p: 

't’n-l (P) 

«fn (P) 

Es prcciso liallar la función inicial (original). En § 7, capítulo X, 
tomo I liemos mostrado quc toda fracción racional propia se puede 
representar en forma de una suma de fracciones elementales de 
cuatro tipos: 

p — a 


II. 


A 

(P ~ «)" ' 


III. —i donde las ralces del denominador sou compleias, 
es decir, ^ —a 2 <0, 

IV. - A — -——, donde las raíces del deuominador son 

(p*-t-a l p + B 2 )'‘ 

complejas, es decir, A:>2. 

Hallemos las funciones iniciales para las fracciones elementales 
escritas. Para la fraccion de tipo I en virtud de la fórmula 4 de la 
tabla 1, obtenemos: 

—- +Ae at . 

p — a 

Para la fracción de tipo II en virtud de las fórinulas 9 y 4 de la 
tabla 1 obtenemos: 


A _ 1 > a 1 t h - , e a ' 
(p-a) k ■ (* — 1)! 


(37) 
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Examinemos ahora la fracción de tipo III. Efectuemos las trans- 
formaciones idénticas: 


Ap + B 


Ap + tí 


P +a, p + 


4+i)+('-?) . 


'+t 


+(»-*-?) 


fr+fMv'^T 


Designando nquí los sumandos primero y segundo por M y A' 
respectivamente, obtenemos en virtud de las fórmnlas 8 y 7 de ln 
tabla 1: 



2i, 

2 cos t 




i 


sen l 



De este modo, en definitiva tenemos: 


Ap + B 
P~ + “i P + a 2 



. m 


Aquí no examinamos el caso de una fracción elemcntal de tipo IV, 
puesto que esto está relacionado con numerosos cálculos. Para algunos 
casos particulares examinaremos este problema más abajo. 
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§ 12. EJEMPLOS DE SOLUCION 
DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
Y SISTEMAS DE ECUACIONES DIFERENCIALES 
POR EL METODO OPERACIO NAL 

Ejrmplo 1. Hsllar la solución de la ecuación 
d*z 

- dli -+Ax = sen3x, 

que satisface a las condiciones iniciales: z a ~0, z' 0 = 0, cuando 1 = 0. 
Solución. Formemos la ecuación auxiliar (34') 

; < p) -(p,+9)Wt 


_3 £ 

— 5 5 1 3 3 2 

+ P 2 + 4 5 'p* + 9 + 10'/<»+4 ’ 

do donde obtenomos la solución: 

3' 1 

* (I) = sen 2l — sen 31. 


Ejemplo 2. Hallar la solución de la ecuación 


<Px 

~di» 


+ * = 0 , 


que satisface a las condiciones iniciales: x 0 = l, x¿ = 3, x¡ = 8, cuando 1 = 0. 
Solución. Formemos la ecuación auxiliar (34') 

z(p)(p* + i) = p*+ + p-3+S, 

ballamos: 

- , . P* + 3p+8 P* + 3p + 8 
W P»+» (p+i)(p»-p + i) • 


Descomponemos la fracción racional obtenida en las fracciones elementales 

P* + 3p + 8 ' 2 —p + 6 

(P + 1)(P* —P+l) p+l^p*—p+1 


= 2 - 


1 

’P+I 
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Usando la tahla 1, escribamos la solución: 

1. 


x(0 = 2e-' + « 2< (-cos^t+^sen3^ 

Ejempio 3. Hallar la solución de la ecuación 
d*x 

—+ * = tcos2», 

que satisface a las condiciones iniciales: * = 0, *ó = 0, cuando i = 0. 
Solución. Escribamos la ecuación auxiliar (34') 

do dondo: 

z(p)* 

Por consiguiente, 

*(<)= —|-sent+ ^sen2< + i (y sen 2í — t cos 2 í J . 


5 1 5 1 8 1 

9 p*+l + 9 p* + 4‘ t ' 3 (p* + 4)* • 


Es evidente que aprovechando el método operacional se puede rosolver 
también los sistemas do ecuaciones diferenciales lineales. Mostrémoslo en un 
ejemplo. 

Éjemplo 4. Hallar la solución del sistema de ecusciones 

3 -S- + 2 '+-S-“ , • 

^. + 4 ^- + 3p = 0. 

quo sutisface a las condiciones iniciales: * = 0, y- 0, cuando i = 0. 

Solucíón. Oesigncmos *(<)+-* (p), y (<) +- y (/>), y escribamos un sis- 
tema de ecuaciones auxiliarcs: 

(3p + 2)I(p) + pí (P) = j . 

P* (P) + (4p + 3) ü(p) = 0. 

Rcsolviendo este sistema, baliamos: 

4p + 3 1 1 I 


*(p) = 

F(P) 


p(P + l)(ltp+6) 2p 5 (p-f 1) 10(llp + C)’ 

1 _ 

5 Vp + 1 llp + 6/ 


(Hp + 6) (p+1) 


Según las imágenes hallnmos las funciones iniciales, es decir, las solu- 
ciones buscadas del sistema: 

1 1 3 _ TT 1 

*W“T“T e ío* • 

1 -ÍT' 
y(t) = i(c-t-e “ ), 

Análogamente se resuelven los sistemas lineales de órdenes snperiores. 
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§ 13. TEOREMA DE CONVOLUCION 

A1 resolver ecuaciones diferenciales por el método operacional, 
puede ser útil el teorema siguiente. 

Tcorema de convolución. Si F, (p ) y F¿ (p) son imágenes de las 
junciones f, (t) y / 2 (í), es decir, 

F, (p)-^f, (<) y F 2 (p ) -U/ 2 (/), 

enlonces F¡ (p) F 2 (p) es la imagen de la junción 

S /iW/zfl-i)*. 

0 

es decir 

F, (P) F 2 (p) -> J' f, (x) / 2 d — x) dx. (39) 

0 

Demostración. Hallemos la imagcn de la función 


S /l(x)/ 2 ((— T)dT, 

0 

partiendo de la definición de la imagen: 

LÚl, (t) /, (t -t) di| = ] e~ pl [S /i (t) / 2 (í - t) dx] dl. 

u 0 0 

I.a inlegra) de segundo miembro es la integral itcrada de segundo 
orden que se toma por el dominio limitado 
por las rectas x = 0, t = l (fig. 380). Cam- 
biemos el orden de integración en esta integ- 
ral; entonces obteneinos: 

F IS /i(t)/ 2 (í — tWt] = 

0 



7 [/. (T) 7 p 7 z (í — T) dt\dx. 

0 T 

Sustituyendo la variable t — x = z en la integral interior, tenemos: 
? e~ pl f 2 (t-x)di = Je-^fr (z) dz = 6 ^] e~ pI f 2 (z) dz = 

T 0 0 

= e~ pJ F 2 (p). 

Por consiguiente, 

L (S /. W / 2 (t - t) dT| = ?/, (t) e~ p 1 F 2 (p) dx = 

0 0 oo ‘ 

= F 2 (p) s e~ p 1 f, (x) dx= F 2 (p) F, (p). 
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Pues, 

i 

l f\ (x) Íz (t — x )dx-¿- F, (p) Fo (p). 
0 

Esto es la fórtnula 15 de la tabla 1. 


i 

Observación 1. La expresión J /i (r) / 2 (t — t) dx se llama 

o 

convolución (resultante) de dos funciones /, (/) y / 2 (/). La operación 
para obtener un resultante se llama convolución áe dos funciones; 
en este caso 

i t 

S ft(x)h(t—x)dx= J A(í — t)/ 2 (t)¿t. 

o o 

A1 sustituir la variable / — t = z en la integral derecha podemos 
determinar que la última igualdad es válida. 


Ejcmplo. Ilallar la solución dc la ecuación 

rfíT + * = /(0. 

quc satisfaco a las condicioncs iniciales: r 0 = *¿=0, cuando t =0. 

Solución. Escribamos la ccuación auxiliar (34') x 
doude F (p) cs la imagon de la función 1(1). Por consiguicntc, x(p)-. 1 

1 


P*+l 


F(p). 
F(P )• 


pero 


P*+l 


sení, y F(p)-r-Ht). 


Aplicando la fórmula do convolución (39) y designando 
F ( p) = F¡ (p), obtenemos: 

t 

/ (t) sen (t — r) dx. 


1 

P*+l“ 


Fz(p). 


(• 10 ) 


Observación 2. En virtud del teorema de convolución es fácil 
hallar la imagen de la integral do la función dada, si es conocida 
la imagen de esta última; es decir, si F (p)-U. f (t), ontonces: 


t t 

— F(p)-U-l f(x)dx. (41) 

P o 

En efecto, si designamos 

fi(t) = f(t). fz(t) = i, entonces; F,(p) = F(p), F 2 (p)=-. 

P 

Sustituyendo estas funciones en la fórmula (39), obtenemos la fór- 
mula (41). 
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§ 14. ECUACIONES DIFERENCIALES DE OSCILACIONES MECANICAS. 
ECUACIONES DIFERENCIALES DE LA TEORIA 
DE CIRCUTTOS ELECTRICOS 


De la mecánica se sabe que las oscilaciones de un punto material 
de masa m se describen por la ecuación *): 


cfx \ dx k _ 1 , 

■rrH-— H- z = — /l (‘). 

dr m dt m m 


(42) 


aquí, x es la desviación del pimto desde cierta posición; k, rigidez 
de un sistema elástico, por ejemplo, muelle (ballesta); la fuerza 
de resistencia al movimiento es proporcio- 
nal (con coeficiente de proporcionalidad X) 
al primer grado de la velocidad; f, ( t ) es 
la fuerza exterior o perturbadora. 

Resolviendo la ecuación de la forma 
(42), se describen las oscilaciones pequeñas 
también de otros sistemas mecánicos que 
tienen un grado de libertad, por ejemplo, 
oscilaciones torsionales del volante sobre 
un árbol elástico, si x es el ángulo de giro 
del volante; m, momento de inercia del 
volante; fc, rigidez torsional del árbol y mf, ( t), momento de fuerzas 
exteriores respecto al eje de rotación. Las ecuaciones de la forma 
(42) describen no sólo oscilaciones mecánicas, sino también los 
fenómenos en los circuitos eléctricos. 

Supongamos que tenemos un circuito eléctrico, compuesto por 
la inductancia L, resistencia R y capacidad C, al cual es aplicada 
una f.e.m, E (fig. 381). Designemos por i la corriente en el circuito; 
por Q, la carga del condensador; entonces, como es sabido de la 
electrotecnia, i y Q satisfacen a las siguientes ecuaciones; 

L JL + m + ^ = E, (43) 

dt C 


c i 



Flg. SSl 


dt 

De la ecuación (44) obtenemos: 

<?Q di 

dt 2 dt ' 


(44) 
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•) Véase, por ejemplo, tomo II, capítulo XIII, § 26, donde hemos obtenido 
la ecuacióu semejante, al examinar la oscilación de una carga sobre una ballesta. 



Solución de la ecuaciin dilertncial de otcUaciones 


433 


Introduciendo (44) y (44') en la ecuación (43), obtenemos para Q 
una ecuación de la forma (42): 


cPQ dQ 1 

ir + *ir + c Q ' 


■ E. 


(45) 


Derivando ambos miembros de la ecuación (43) y aplicando la ecua- 
ción (44), obtenemos la ecuación para determinar la corriente i : 



^ + Í 1 = JÜ. 

dt C dt 


(46) 


Las ecuaciones (45) y (46) son de la forma (42). 


§ 15. SOLL'CION UE LA ECLACION DIKERENCIAL 
DE OSCILACIONES 


Escribamos la ecuación de oscilaciones en la forma: 



dx 

at 




C47) 


donde el sentido mecáuico o físico de la función desconocida x, 
los coeficientes a,, a 2 y la función / (t) se determina fácilmente, 
comparando esta ecuación con las (42), (45), (46). Hallemos la solu- 
ción de la ecuación (47), que satisface a las condiciones iniciales: 
x = x 0 , x = x¿, cuando t = 0. 

Formemos la ecuación auxiliar para (47): 


x (p) (P* + a\P + <h) = x*P + *ó + a.xo + F (p). (48) 


donde F (p) es la imagen de la función / (í). De la igualdad (48) 
hallamos: 


i(p)^ * aP + *° + a,a:o | F{j>) 

P 2 + a \P + <h P* + a \P + <h. 


(49) 


Asi, para la solución Q (t) de la ecuación (45) que satisface a las 
condiciones iniciales: Q = Q 0 , Q' = Q‘ t , cuando t = 0, la imagen 
tendrá la forma: 


Q(P) 


L (QoP + Qo) + RQo 
Lf + Rp + ^ 


E(P) 

L¡? + Rp+ i 


28-536 
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E1 carácter de la solución depende en gran medida de que las 
raíces del trinomio p 2 -f* Ui p + a 2 sean complejas, o bien reales 
distintas, o bien reales iguales. Examinemos detalladamente el 
caso en que las raíces del trinomio son complejas, es decir, cuando 

a 2 < 0. Los demás casos se examinan análogamente. 


m- 


Puesto que la imagen de una suma de dos funciones es igual a la 
suma de sus imágenes, entonces, en virtud de la fórmula (38), la 
función inicial para la primera fracción que se encuentra en el se- 
gundo miembro de (49) toma la forma: 


x 0 p + Xq + fl|Jo 
P' + a i P + a 2 


x a cos 


' V°’-í 


+ 


xi + íf 

+ CT" 




(50) 


Hallemos ahora la función inicial que corresponde a la fracción: 

F{,p) 

P 2 + a tP + <h' 

Aquí apliquemos el teorema de convolución, tomando en conside- 
ración que 

1 ' * 3 =sen t F(p)^Kt). 

r 4 


p -f a x p-\- 


“' vC4 


Por consiguiente, según la fórmula (39) obtenemos: 
F(p) 

P 2 + a tP + a 2 




= j/(t)e 2 " ° sen (t — x) |/aj — 


(51) 
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Pues, teniendo en cuenta (50) y (51) de (49), obtenenios: 



Si la fuerza exterior / (l) = 0, es decir, si tenemos oscilaciones 
mecánicas o eléctricas libres, entonces la solución se expresa por 
el primer sumando del segundo mieinbro de la expresión (52). Si 
los datos iniciales son iguales a cero: -r 0 = = 0, la solución se 

expresa por el segundo sumando del segundo miernbro de la igual- 
dad (52). Examinemos más detalladamente estos casos. 


§ lli. INVESTICACION DE I.AS OSCILACIONES LIBKES 

Suponganios que la ecuación (47) describe las oscilaciones libres , 
es tlecir, / (<) = 0. Introduzcamos, para simplificar la escritura 
de las fórmulas, las designaciones: a ( = 2n, a 2 = A: s , k\ k 2 — n 2 . 
Entonces la ecuación (47) toma la forma: 

^ +& ^. + A = 0 . (53, 


La solución de esta ecuación xm,, que satisfacc a las coudiciones 
jniciales: x = 2o> = x„ cuando t = 0, se da por ia fórmula (50) 

o por el primer sumando de la fórinula (52): 

3‘iih (f) = e~ n ' j: 0 cos k,t T ° ' r " n sen k,t j . (54) 


Designemos x„ = a, J ° ^ J ° - - b. Es evidcnte que parn a yócuales- 
quiera se puede elegir M y ó tales, que a = A/senó, b = M cosó, 
siendo M 2 = a 2 -f- ¿/ 2 , tg f> = a/b. Escribamos la fórmula (54) dcl 
modo siguiente: 

xtib = e~ "' [M cos fejí se n ó + M sen k,t c os 6J, 
o, definilivamente, podemos escribir la solución en la forma: 

x„h = Va z +b 2 e- n ' sen (A:,í + 6). (55) 

28 * 
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La solución (55) corresponde a las oscilaciones Que se amortiguan. 

Si 2n = a, = 0, es decir, si no hay rozamiento intemo, la solu- 
ción tendrá la forma: 

x Hb = V(t+b t aen(k l t +6). 

En este caso tienen lugar las oscílaciones armónicas (En el tomo II, 
capítulo XIII, § 27, en las figs. 270 y 271 se dan las gráficas de 
las oscilaciones armónicas y amortiguadas). 

§ 17. INVESTIGAf.ION DE LAS OSCILACIONES MECANICAS 
V ELECTRICAS EN CASO DE APUCACION 
DE UNA FUERZA PERIODICA EXTERIOR 

A1 estudiar las oscilaciones elásticas de los sistemas mecánicos, 
y, en particular, al estudiar las oscilaciones eléctricas, hay que 
examinar diferentes tipos de fuerza exterior / (í). Examinemos de- 
talladamente el caso de una fuerza periódica exterior. Sea la ecuación 
(47) de la forma 

+ 2n + k 2 x = A sen o)t. (56) 

dtr dt 

Para aclarar el carácter del movimiento es suficiente examinar el 
caso de x 0 = = 0. Podemos obtener la solución de la ecuación 

mediante la fórmula (52), pero, desde el punto de vista metodo- 
Jógico, aquf es más cómodo obtener 1 a solución, ejecutando todos 
los cálculos intermedios. 

Escribamos la ccuación de imagen: 


i (p)(p 2 +2 np + hr) = A ;y — , 
P + <o 


de donde obtenemos 


x(P) 


_ Aío _ 

(p*+2np + fc 2 )(p 2 -f coV 


(57) 


Examinemos el caso de 2n += 0 (n 1 < fc 1 ). Descompongamos la 
fracción del segundo miembro en fracciones elementales: 


_ Aw __ Np + B Cp + D 

(p 2 + 2np + fc 2 ) (p 2 + co 2 ) p 2 + 2np + fc 2 p 2 + <o 2 ' 

Determinemos las constantes B, C, D por el método de coeficientes 
indefinidos. Aprovechando la fórmula (38), de la (57) hallemos la 
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función inicial: 

x( - t)== 7Ji - i J (^-M 2 )senü>f-2na>cos(of + 

(Ar — coT + 4n <d l 

-f e~ nt j^(2n s — fc 2 + <o 2 ) ~ senfc,f -f 2no)cosfc,f j|; (59) 

aquí, de nuevo k t = Vk 1 — n*. Esta es la solución de la ecuación 
(56) que satisface a las condiciones iniciales: x 0 = z' = 0, cuando 
t = 0. 

Examinemos un caso particular, cuando 2 n = 0. Esto corres- 
ponde a que, por ejemplo, en un sistema mecánico no hay resistencia 
interior, o sea, falta el amortiguador. Para el caso de un circuito 
eléctrico esto corresponde a que Ii = 0, es decir, no hay resistencia 
interior en el circuito. Entonces la ecuación (56) toma la íorma: 

-f /fx = A sen wí, (60) 

dr 

y la sotución de esta ecuación que satisface a las condiciones: x 0 = 
= x' 0 = 0, cuando t = 0, se obtiene, si en la fórmula (59) ponemos 
n = 0: 


x (/) = —z -j— [ — <0 sen A:t -f A: sen <o/]. 

(Ar — ca ) k 


(61) 


Aquí tenemos la suma de dos oscilaciones 
armónicas: propias, con frecuencia k: 

J p(0 = — tj A . —-senkt 
Ar — <o z k 

y forzadas, con frecuencia <o: 

A 

^t(í) = -j -j ^n <ot. 

/r - (Ú 

Para el caso de A: > w el carácter de 
oscilaciones está representado en la 
fig. 382. 



Fig. 382 
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Regrcsemos de nuevo a la fórmula (59). Si 2 n > 0, lo que liene 
lugar cn los sistemas mecánicos y eléctricos examinados, entonces 
el término que contiene el factor e~ nl , que representa oscilaciones 
amortiguadas propias, va decreciendo rápidamente, cuando t crece. 
Con t bastante grandc el carácter de las oscilaciones se determina 
por el término que no contiene el factor e~ n ', es decir, por el tcrmino: 

x ( t) = —-— \(k 2 — <» 2 ) sen toí — 2no>cos iút ). (62) 

(k — a>) -f- 4« to 


Introduzcamos las designaciones: 
A (k 2 - tü 2 ) 


(A 2 — (ii 2 ) 2 + 4n 2 o> 2 


Afcosó; — 


A ■ 2im 


(k 2 - ü) 2 ) 2 + 4» ! 


0) 


M sen ó, (63) 


donde 


M = 


_ A _ 

V(fc*-»*)*+ 4«V' 


Se puede escribir la solución (62) del modo siguiente: 

M 


*(/) = 




sen (coí + ó). 


(64) 


De la fórmula (64) se deduce que la frecuencia k de oscilaciones for- 
zadas coincide con la frecuencia w de la fuerza exterior. Si la 
resistencia interior que se caracteriza por el número n, es pequeña 
y la frecuencia o> es próxima a la frecuencia k, entonces la amplitud 
de oscilaciones puede ser hecba tan graudc conio se quiera, puesto 
quc el denominador puede ser arbitrariamente pequeño. Para 
n — 0, co 2 = k*; la solución no se expresa por la fórmula (64). 


§ 18. SOLUCION DE LA ECUACION DE OSCILACIONES 
EN CASO DE RESONANCIA 

Examinemos un caso particular, cuando a t = 2n = 0, es decir, 
cuando no hay resistencia y la frecuencia de la fuerza exterior 
coincide con la frecuencia de oscilaciones propias k = iú. En este 
caso la ecuación toma la forma: 

fx 

dt 2 


f- k~x = A sen kl. 


(05) 
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Hallemos la solución de esta ecuación que satisface a las con- 
diciones iniciales: x 0 = 0, x„ = 0, cuando t = 0. La ecuación 
auxiliar será: 


de donde 


i(p)(p 2 + f) = A -^ 

P+lr 


x (p) 


Ak 

(p 2 + kY 


( 66 ) 


Hemos obtenido una fracción racional propia de tipo IV, qtie no 
habiamos examinado en forma general. A fin de hallar la función 
inicial para la imagen (66), aprovechemos el siguientc procedimien- 
to. Escribamos la identidad (fórmula 2 de la tabla 1) 

OO 

- 2 k . .2 = l e~ p, senktdt. (67) 

p + k J 

Derivemos *) ainbos miembros de esta igualdad respecto a k: 


P* + 


1 2k* f 

-:-^- t--, — 1 e p 't coa kt dt. 

+ k- (p 2 + k>f J 


Usando la igualdad (67), podemos escribirla en la forma: 


2 k 2 


(P 2 + k 2 )' 


cv» 


í 


t cos kt -sen kl \ dt. 

k 




De donde se dcduce directamente: 
Ak 


(P 2 + ñ 


- ‘ 2k \ k 


sen kt — t cos kl 


(de esta fórmula sc ohi.'éne la 13 de la tabla 1). Pues, la solución 
buscada de ecuación (65) es: 


*W 


= lll 

2 k \ k 


sen kt — lcos kt 


)■ 


( 68 ) 


*) 6a integral del segundo micinbro, se puede representar en forma de una 
suma < 1 o dos integraies uC üiia var?ab?6 real. cada una de las cuales dcprnde del 
paraniptro k. 
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Estudiemos el segundo sumando de esta solución 

x 2 (t) = --tcoskt; (68) 

al aumentar t, esta magnitud no es acotada. La amplitud de os- 
cilaciones que corresponden a la fórmula (68') crece ilimitadamente, 
al aumentar indefinidamente t. Por tanto, la amplitud de oscila- 
ciones que corresponden a la fórmula (68) crece ilimitadamente. 
Este fenómeno que tiene lugar al coincidir la frecuencia de oscila- 
ciones propias con la frecuencia de fuerza exterior, se llama reso- 
nancia (véase también tomo II, capítulo XIII, § 29, fig. 273). 

$ 19. TEOREMA DE RETARDO 

Sea la función / (t) idénticamente igual a cero, cuando t < 0 
(fig. 383, a). Entonces la función f (t — t a ) seré idénticamente 



igual a cero, cuando t < í,, (lig. 383, b). Demostremos el siguiente 
teorema de retardo: 

Teorema. Sí F (p) es imagen de la función ] (t), entonces 
e~ p, *F (p) es la imagen de la función f(t — t a ), esdecir, si f(t)+-F (p), 
enlonces : 

l(t — ío) *r e~ p, °F (p.) 

Demostración. Según la definición de imagen tenemos: 
L\f(t- Q) = J e~ p, f (t-fo) dt = ? e-*'f (t-tj dt+ ] e- p, f(l-t 0 ) dt. 

o o <„ 

La primera integral del segundo miembro de la igualdad es 
igual a cero puesto que f (t — ío) =0, cuando t < t 0 . En la última 
integral sustituyamos la variable, poniendo t — í 0 = z: 

L [f(t - ío)) = í í -* ,+ '- ) /( 2 ) dz = e-*"' I e~ pi f(z) dz = e~ p, ‘F(p). 

0 Ü 

De este modo, f (t — t e ) aL-e-t"» F (p). 
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dpft-h/ 


h t 


Flg. 384 


Ejemplo. En el | 2 hemos establecido para 

una función unitaria de Heaviside: o 0 (i) — . 

Basándose en el teorema demostrado, se deduce 
que para la función o 0 (« — h), representada en 

la fig. 384, la imagen L será —«”»*, es decir, 

. , P 

O 0 (t — h) ■* - 

• P 

Ejerciclos para el capftulo XIX 

Hallar las soluciones de las siguientes ecuaciones para las condiciones 
iniciales indicadas: 

!• -j [t - t 3 4-2r = 0, i = l, r' = 2 para 1=0. Hesp. r = 4«-* — 3e-* ( . 

d&x d*x 

2. -^Y 2 “ = 0, x = 2, x' =0, x* = l para í = 0. fíesp. i«=l -t + e*. 

3. — 2a-j^- + (a* + 6*)r = 0, r=r 0 , r'=r¿ para t =0. Hesp. x = e —x 
X [* 0 6 cos 6t + (r¿ — r 0 a) sen 6t). 

4* 3- 5r + 2 * = <4 '' x = 1 ’ *' = 2 para t = 0. /f«p. r=j|*»' + 


+ 4e'4-4e*-. 

d*r 


5. —j-s- +m»r = a cos nt, r = r 0 , r'=x¿ para t = 0. fl«p. r = —;--x 

ot m* — n* 

X (cos nl — cos mt) + r 0 cosmt + — sen mt. 


C 

d*r 

dx 

,2 _ 

O. 

dt* 

dt ~~ 

/*, 1= 

7. 

d*r 

dl» 

+ x = T 

t**', a 


Xí' 


-t{ 

8. 

d*r 

+*“1. 


dt* 

r 0 = 


2 

3 

t 

2 

COS - 

t 1/3 
2 


d*r 



9. 

dt« 

_2-— 

dt* 

+ * = 


1 , 
‘T' 


= 0 para t = 0. fíesp. r = 1 —s-* -1 — 


= j le' (t-2) + *-' (t + 2)+2 sen t|. 

10. Hallar la solución del sistema de ecuaciones diferenciales 

d*r d*u , „ 

■a*r +f “ 1 ’ d7r +I=0 ’ 

que satisface a las condiciones iniciales: r 0 = p 0 = rí = p¿ = 0, cuando t=0. 
fíesp. r(t) = —i-cost + i-«' + i-e-', V (!)= —j cos t—1-«'—1- *-« + !. 
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